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ЗАГАЛЬНІ  МЕТОДИЧНІ  ВКАЗІВКИ 
Кожен студент виконує дві контрольні роботи, передбачені навча-

льною програмою дисципліни. Контрольна робота складається із за-
вдань, наведених в цих методичних вказівках. 

Викладач задає кожному студенту номер завдання. 
Студент вибирає з відповідних таблиць вихідні дані до кожної за-

дачі відповідно до трьох останніх цифр номера залікової книжки і пе-
рших трьох літер українського алфавіту, які слід розмістити під остан-
німи трьома цифрами номера залікової книжки, наприклад, 

номер залікої книжки – 0 1 5 0 7 2 ; 
літери –     а б в .  

З кожного вертикального стовпця таблиці, позначеного внизу од-
нією з трьох літер, слід вибрати лише одне число, що розміщене в ній 
в горизонтальному рядку, номер якої співпадає з номером букви. 

Наприклад, з таблиці 1 при вказаному номері залікової книжки 
015072 студент повинен взяти зі стовпця "в" – рядок 2, тобто схему ІІ і 
q=4 кН/м, зі стовпця "б" – рядок 7, тобто Р=2 кН, а із стовпця "а" – 
рядок 0, тобто М=5 кН·м. 

До виконання контрольної роботи слід приступати після вивчення 
відповідного розділу дисципліни і детального аналізу прикладів, наве-
дених у рекомендованих підручниках. 

Контрольну роботу слід виконувати відповідно до вимог стандар-
ту СТП 15-96. 

Перед розв’язуванням кожної задачі потрібно виписати повністю 
її умову з числовими даними, викреслити акуратний ескіз розрахунко-
вої схеми в масштабі і вказати на ньому позначення літерами та число-
вими значаннями тих величин, що необхідні для розрахунку. 

Розв’язок кожної задачі потрібно супроводжувати короткими по-
ясненями і чіткими кресленнями та вказувати розмірності всіх вели-
чин, отриманих за розрахунками. Всі розрахунки виконувати до двох 
знаків після коми. 

Після перевірки контрольної роботи студент повинен виправити в 
ній всі зазначені помилки і виконати всі вказівки викладача. Якщо ро-
бота не зарахована, потрібно в найкоротший термін виправити зазна-
чені помилки і подати її повторно на перевірку. Усі виправлення, як в 
зарахованій, так і в незарахованій контрольних роботах, потрібно ви-
конувати в тому самому зошиті після рецензії викладача. Виправляти 
потрібно тільки невірно розв’язані задачі. 

До іспиту з дисципліни контрольна робота має бути зарахована. 
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ЗАВДАННЯ  ДЛЯ  САМОСТІЙНОЇ  РОБОТИ  

1 Завдання С.1 Визначення реакцій опор твердого тіла, 
завантаженого плоскої системою сил 

Визначити реакції опор А і В бруса, якщо на нього діють: 

− зосереджена сила P ; 
− пара сил з моментом М; 
− рівномірно розподілене навантаження з інтенсивністю q. 

Виконати перевірку знайдених рішень. 

Схеми навантаження наведені на рисунку 1.1, числові дані для 
розрахунку − в таблиці 1.1. 

Таблиця 1.1 

Розміри, м № 
рядка 

№ 
схеми 

Р, 
кН 

М, 
кН·м 

q, 
кН/м а b c 

1  I  10 6 2 2 3 4 

2  II  20 5 4 4 3 2 

3  III  15 8 1 1 2 3 

4  IV  5 2 1 3 1 2 

5  V  20 12 2 2 3 4 

6  VI  6 2 1 4 2 3 

7  VII  2 4 2 3 1 1 

8  VIII  20 10 4 4 3 2 

9  IX  10 4 3 2 4 3 

0 X  10 5 2 3 4 2 

 в б а в б а в 
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1.1 Приклад виконання завдання 

Задача 1. Визначити реакції опор бруса, вісь якого − ламана лінія. 

На брус діють: 
− зосереджена сила Р=4 кН; 
− пара сил з моментом М=6 кН·м; 
− рівномірно розподілене навантаження з інтенсивністю 

q=5 кН/м. 

Навантаження бруса, а також розміри ділянок бруса (в метрах) по-
казано на рис. 1.2, причому а=2 м, b=2 м, с=2 м. 

Виконати перевірку визначених реакцій опор бруса. 

1.1.1 Розв’язування задачі 

1.1.1.1 За вихідними даними ви-
креслюємо у масштабі задану 
схему (рис. 1.2, а). 
1.1.1.2 Виділяємо брус (рис. 1.2, б). 
Показуємо на схемі активні сили 
та моменти, звільняємо брус від 
в’язей, прикладаємо до нього від-
повідні реакції в’язей. Правиль-
ність вибору реакції перевіряємо 
за додатком А ”В’язі та їх реак-
ції“. Дію ковзного затискання за-
мінюємо реакцією AY  та парою 
сил з моментом МА, а бішарнірну 
опору − реакцією BR . 

1.1.1.3 Розглядаємо брус як тверде 
тіло, яке знаходиться у рівновазі 
під дією активних сил і реакцій 
в’язей. 
1.1.1.4 Рівномірно розподілене на-
вантаження q замінюємо зосере-
дженою силою Q=q·с=5·2=10 кН. 

а)  

б)  

Рисунок 1.2
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1.1.1.5 Для визначення двох невідомих реакцій YА і RВ та реакти-
вного момента МА запишемо рівняння рівноваги 

∑ = 0kxF ; 045 =+− ocosPRB ;        (1.1) 

∑ = 0kyF ;  045 =−− QsinPY A
o ;      (1.2) 

( )∑ = 0kA FM ; ( ) 0245 =⋅+++⋅−⋅−− cRcbaQasinPMM BA
o . (1.3) 

Із рівняння (1.1) визначимо невідому реакцію RВ 

RВ=Р·соs45°;   RВ=2.83 кН. 

Із рівняння (1.2) визначимо невідому реакцію YА 

YА=Р·sіn45°+Q=4·0.707+10=12.83 кН. 

Із рівняння (1.3) визначимо невідомий реактивний момент МА 

МА=М+Р·sіn45°·а+Q(а+b+с/2)−RВ·С= 

=6+4·0.707·2·10·5−2.83·2=56 кН. 

Для перевірки правильності визначення реакцій запишемо рів-
няння моментів всіх сил, прикладених до бруса, відносно точки D 

( )∑ = 0kD FM ; 

0283231065628312232 =⋅+⋅−−+⋅−=⋅+⋅−−+⋅− ..RQMMY BAA . 

Відповідь:  YА=12.83 кН; 

МА=56.0 кН·м; 

RВ=12.83 кН. 
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2 Завдання С.2 Визначення реакцій опор твердого тіла 

Визначити реакції опор А і В горизонтальної прямолінійної балки 
АВ, якщо на неї діють: 

− зосереджена сила F ; 
− пара сил з моментом М; 
− рівномірно розподілене навантаження з інтенсивністю q. 

Виконати перевірку знайдених рішень. 

Схеми навантаження наведені на рисунку 2.1, числові дані для 
розрахунку − в таблиці 2.1. 

Таблиця 2.1 

№ 
рядка 

№ 
схеми 

F, 
кН 

q, 
кН/м 

М, 
кН·м 

l, 
м 

а1, 
м 

а2, 
м 

α, 
рад 

1  I  20 8 8 7 4 3 π/6 

2  II  12 7.5 7.5 7.5 4 3 π/4 

3  III  14 7 7 8 4 3 π/3 

4  IV  16 6.5 6.5 8.5 3 2 π/6 

5  V  18 6 6 9 3 2 π/4 

6  VI  20 5.5 5.5 9.5 3 2 π/3 

7  VII  22 5 5 10 2 2.5 π/6 

8  VIII  24 4.5 4.5 10.5 2 2.5 π/4 

9  IX  26 4 4 11 2 3.5 π/3 

0 X  28 3.5 3.5 11.5 2 3.5 π/6 

 в б а в а б в а 
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2.1 Приклад виконання завдання 

Задача 2. Визначити реакції в шарнірно рухомій опрі А і в шар-
нірно нерухомій опорі В горизонтальної балки СВ, як-
що на неї діють: 

− зосереджена сила F=20 кН; 
− пара сил з моментом М=10 кН·м; 
− рівномірно розподілене навантаження з інтенсивністю 

q=5 кН/м. 

Задано також розміри ділянок балки (рис. 2.2): а1=2 м, а2=2 м, 
а3=3 м, l=4 м, α=45°. 

Виконати перевірку знайдених реакцій опор бруса. 
2.1.1 План розв’язування задачі 

Розв’язування задач 
на рівновагу твердого тіла 
рекомендовано проводити 
в такому порядку. 

2.1.1.1 Виділити тве-
рде тіло, рівновагу якого 
слід розглянути. 

2.1.1.2 Показати на 
рисунку активні сили. 

2.1.1.3 Якщо тіло не 
вільне, то, застосувавши 
принцип звільнення від 
в’язей, прикласти до ньо-

го відповідні реакції в’язей. 

2.1.1.4 Розглянути рівновагу даного невільного твердого тіла як 
тіла вільного, що знаходиться під дією активних сил і реакцій в’язей. 

2.1.1.5 Використати необхідні і достатні умови (рівняння) рівнова-
ги відповідно до взаємного розміщення сил, прикладених до твердого 
тіла, та визначити шукані величини. 

 

Рисунок 2.2 
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2.1.2 Розв’язування задачі 

2.1.2.1 Тілом, рівновагу якого потрібно розглянути, є горизонталь-
на балка. 

2.1.2.2 До балки прикладена система довільно розташованих на пло-
щині зовнішніх навантажень: 

− зосереджена сила F ; 
− зосереджений момент М; 
− рівномірно розподілене навантаження q. 

Рівномірно розподілене навантаження q замінюємо зосередженою 
силою 

Q=q·a2=5·2=10 кН, 

яка прикладена посередині ділянки дії розподіленого навантаження, 

тобто на відстані 1
2
2

2
2 ===

ab  м від опори В. Задані зовнішні актив-

ні сили показуємо на рисунку (рис. 2.2). 
2.1.2.3 Оскільки балка не вільна, а оперта на дві опори (шарнірно 

рухому опору А і шарнірно нерухому опору В), то звільняємо її від 
в’язей і замінюємо їх дію реакціями. Дію шарнірно рухомої опори А 
замінимо реакцією RА, яка є перпендикулярною до поверхні, по якій 
котяться котки, а дію опори В замінимо двома перпендикулярними ре-
акціями BX  і BY . 

2.1.2.4 Розглянемо рівновагу балки як вільного твердого тіла, що 
перебуває під дією довільної плоскої системи сил – заданих зовнішніх 
активних сил та реакцій в’язей. Виберемо в точці А початок декартової 
системи координат (вісь х – горизонтальна, вісь y – вертикальна). 

2.1.2.5 Для визначення трьох невідомих реакцій ХВ, YВ, RА запи-
шемо три рівняння рівноваги (рівняння статики) 

∑ = 0ixF ; 0=+− BXcosF α ;      (2.1) 

( )∑ = 0iA FM ;   ( ) 01 =⋅+−⋅−+⋅ lYblQMasinF Bα ;  (2.2) 

( )∑ = 0iB FM ;   ( ) 01 =⋅++⋅−+⋅ bQMlRlasinF Aα .     (2.3) 
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Із рівняння (2.1) визначимо невідому реакцію ХВ 

ХВ=F·cosα=20·cos45°=14.14 кН. 

Із рівняння (2.2) знаходимо реакцію YВ 

YВ= l
1 (–F·sіnα·а1–М+Q(l–b))=

4
1 (–20·sіn45°·2−10+10·3=–2.07 кН. 

Із рівняння (2.3) знаходимо реакцію RА 

RА= l
1 (F·sіnα·(а1+l)+М+Q·b=

4
1 (–20·sіn45°·6+10+10·1=26.21 кН. 

2.1.2.6 Проведемо перевірку правильності визначення реакцій. За-
пишемо рівняння моментів всіх сил, прикладених до балки, відносно 
точки D (рис. 2.2) 

∑ = 0DiM ; 

F·cosα·a3+RA·a1+M–Q(a1+l–b)+YB (a1+l)–XB·a3= 

=20·0.707·3+26.21·2+10-(2+4-1)+(-2.07) (2+4)-42.42=0. 

Отже реакції визначені вірно. 
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3 Завдання С.3 Визначення реакцій опор 
просторової конструкції 

Визначити реакції опор А і В просторової конструкції та прикла-
дену до конструкції силу Р. На конструкцію діють: 

− сила ваги G ; 
− зосереджена сила Q . 

Виконати перевірку знайдених рішень. 

Схеми конструкції, точки прикладання сил та їх напрямки показа-
ні на рисунку 3.1, числові дані для розрахунку наведені в таблиці 3.1. 

Таблиця 3.1 

Сили, кН Розміри, м № 
рядка 

№ 
схеми Q G a b c R r 

1  I 2 20 0.20 0.30 0.10 0.15 0.05 

2  II 4 2 0.20 0.10 0.30 0.10 0.10 

3  III 3 2 0.30 0.20 0.10 0.15 0.10 

4  IV 5 3 0.30 0.40 0.20 0.20 0.15 

5  V 5 3 0.20 0.15 0.10 0.30 0.20 

6  VI 4 2 0.20 0.30 0.10 0.15 0.10 

7  VII 10 5 0.40 0.30 0.20 0.25 0.15 

8  VIII  3 2 0.60 0.20 0.40 0.20 0.05 

9  IX 2 1 0.15 0.10 0.20 0.20 0.05 

0 X 5 1 0.40 0.40 0.10 0.20 0.05 

 в в б а в а б б 
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3.1 Приклад виконання завдання 

Задача 3. Визначити реакції опор А і В колінчастого вала та при-
кладену силу P . На вал діють: 

− зосереджена сила Q ; 
− сила ваги G . 

Вихідні дані (рис. 3.2): Q=5 кН, G=2 кН, а=0.30 м, b=0.20 м, 
с=0.10 м, R=0.20 м, r=0.10 м. 

Виконати перевірку знайдених реакцій опор вала. 

3.1.1 Розв’язування задачі 

3.1.1.1 За вихідними даними викреслюємо у масштабі задану 
схему (рис. 3.2, а). 

3.1.1.2 Виділяємо вал, показуємо на схемі (рис. 3.2, б) активні сили 
G , P  і QF = , звільняємо вал від в’язей, прикладаємо замість опор 
відповідні реакції в’язей. Правильність вибору реакцій AX , AY , AZ , 

BX , BY  перевіряємо за 
додатком А ”В’язі та їх ре-
акції“. 

3.1.1.3 Розглядаємо 
вал як тверде тіло, яке пе-
ребуває у рівновазі під дією 
активних сил і реакцій 
в’язей. 

3.1.1.4 Обчислюємо 
попередньо значення прое-
кцій всіх сил на координат-
ні осі x, y, z і їх моментів 
відносно цих осей. Зано-
симо отримані дані в таб-
лицю 3.2. 

а)  

 

б)   

Рисунок 3.2
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Таблиця 3.2 

kF  F  G  P  AR  BR  
Fkx 0 0 0 ХA ХB 
Fky F·cos30° 0 –P·cos45° YA 0 
Fkz –Fsin30°· –G –P sin 45° ZA ZB 

Mx( kF ) –F·sin30°·a –G·b –P sin45°·(a+b+3c) 0 ZB·(a+b) 
My( kF ) F·sin30°·r 0 –P·sin45°·R 0 0 
Mz( kF ) F·cos30°·r 0 P·cos45°·R 0 –XB·(a+b) 

3.1.1.5 Запишемо умови рівноваги у загальному вигляді 

∑ = 0kxF ;  ХА+ХВ=0;      (3.1) 

∑ = 0kyF ;  F·cos30°–P·cos45°+YA=0;    (3.2) 

∑ = 0kzF ;  –F·sin30°–G–P·sin45°+ZA+ZВ=0;  (3.3) 

( )∑ = 0kx FM ;  –F·sin30°·а–G·b–P·sin45°(а+b+3с)+ZВ(а+b)=0; (3.4) 

( )∑ = 0ky FM ;   F·sin30°·r–P·sin45°·R=0;    (3.5) 

( )∑ = 0kz FM ;   F·cos30°·r+P·cos45°·R –ХВ(а+b)=0;  (3.6) 

Із рівняння (3.5) визначаємо Р (Q=F=5 Кн). 

771
707020

10505
45
30 .

..
..

sinR
rsinFP =

⋅
⋅⋅

==
o

o

кН. 

Із рівняння (3.2) визначимо невідому реакцію YА 

YА=Р·соs45°–F·cos30°=1.77·0.707–5·0.5=–1.25 кН. 

Із рівняння (3.4) визначимо ZВ 



 18

( )
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=
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Із рівняння (3.3) визначимо ZА 

ZА=F·sіn30°+G+Р·sіn45°−ZВ=5·0.5+2+1.77·0.707–4.3=1.45 кН. 

Із рівняння (3.6) визначимо ХВ 

кН.371
50

2070707711086605

4530

.
.

.....
ba

RcosPrcosFX B

=
⋅⋅+⋅⋅

=

=
+

⋅⋅+⋅⋅
=

oo

 

Із рівняння (3.1) ХА=–ХВ=–1.37 кН. 

Відповідь:  ХА=–1.37 кН;  YА=–1.25 кН;  ZА=–1.45 кН; 

   ХВ=–1.37 кН;   YВ=0;       ZВ=4.3 кН. 

3.1.1.6 Для перевірки правильності визначення величини сили Р 
та реакцій ХА, ХВ запишемо суму моментів всіх сил відносно осі z'║z. 

( )∑ =′ 0kz FM ; 

ХА·а+F·cos30°·r−ХВ·b+Р·cos45°·R= 

=–1.37·0.3+5·0.866·0.1–1.37·0.2+1.77·0.707·0.2=0. 

Для перевірки правильності визначення ZА, ZВ та P запишемо су-
му моментів всіх сил відносно осі х′║х. 

( )∑ =′ 0kx FM ; 

–ZА·а+G·(a–b)–Р·sin45°·(b+3c)+ZB·b= 

=–1.45·0.3+2·0.1–1.77·0.707(0.2+0.3)+4.3·0.2=0. 
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4 Завдання С.4 Визначення реакцій опор 
просторової конструкції 

Визначити реакції опор А і В конструкції, на яку діють: 

− сила ваги G  
− зосереджена сила Q ; 
− натяги T  і t  ведучої та ведомої віток паса. 

Виконати перевірку знайдених рішень. 

Схеми конструкцій, точки прикладання сил та їх напрям показані 
на рисунку 4.1, числові дані сил та розміри конструкцій − 
у таблиці 4.1. 

Таблиця 4.1 

Сили, кН/м Розміри, м № 
рядка 

№ 
схеми Q T G а b c R r 

1  I 1 4 2 0.40 0.30 0.20 0.20 0.10 

2  II 2 3 1 0.30 0.10 0.05 0.15 0.05 

3  III 4 6 3 0.20 0.40 0.15 0.20 0.10 

4  IV 1 4 2 0.30 0.40 0.20 0.20 0.10 

5  V 2 2 1 0.20 0.30 0.15 0.15 0.10 

6  VI 2 2 3 0.30 0.90 0.20 0.30 0.10 

7  VII 3 8 2 0.20 0.30 0.40 0.20 0.015 

8  VIII  4 4 3 0.15 0.20 0.15 0.15 0.10 

9  IX 3 5 4 0.30 0.20 0.10 0.30 0.10 

0 X 2 2 3 0.20 0.30 0.10 0.25 0.05 

 в в б а в б а в б 
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4.1 Приклад виконання завдання 

Задача 4. Визначити реакції опор колінчастого вала та прикладену 
силу P . На вал діють: 

− зосереджена сила Q=20 кН; 
− сила ваги вала G=10 кН; 
− натяг паса Т=10 кН і T=2t (рис. 4.2, а). 

Розміри конструкції: а=0.5 м, b=3 м, с=0.3 м, R=0.2 м, r=0.1 м. 
Виконати перевірку знайдених реакцій та сили Р. 

4.1.1 Розв’язування задачі 

4.1.1.1 За вихідними да-
ними викреслюємо у масш-
табі задану схему (рис. 4.2, а). 

4.1.1.2 Виділяємо вал 
(рис. 4.2, б). Показуємо на 
схемі активні сили, звільня-
ємо вал від в’язей, приклада-
ємо замість опор відповідні 
реакції в’язей. Правильність 
вибору реакцій перевіряємо 
за додатком А ”В’язі та їх 
реакції“. 

4.1.1.3 Розглядаємо вал 
як тверде тіло, яке перебуває 
у рівновазі під дією активних 
сил Q , P , G , T , t  і реак-
цій в’язей AX , AZ , BX , 

BZ . 

4.1.1.4 Для умов рівно-
ваги визначаємо попередньо 
і записуємо в таблицю 4.2 

значення проекцій всіх сил на координатні осі і їх моментів відносно 
цих осей. 

а) 

 

б)  

Рисунок 4.2 
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Таблиця 4.2 

kF  Q  T  t  P  AR BR  G  

Fkx –Qcos15° –Тcos15° –t·cos15° 0 ХA ХB 0 

Fky 0 0 0 0 0 0 0 

Fkz Qsin15° Тsin15° t·sin15° –Р ZA ZB –G 

Mx( kF ) Qsin15°·a Тsin15°·(2a+b+с) t·sin15°(2a+b+с) –Р(а+b) 0 ZB·(a+b+с) –G(2a+b+с)

My( kF )–Qcos15°·r Т·R –t·R Р·r 0 0 0 

Mz( kF )Qcos15°·а Тcos15°(2a+b+с) t·cos15°(2a+b+с) 0 0 –XB·(a+b+с) 0 

4.1.1.5 Запишемо умови рівноваги у загальному вигляді 

∑ = 0kxF ;  ХА+ХВ–Qcos15°–Тcos15°–t·cos15°=0;  (4.1) 

∑ = 0kyF ;         (4.2) 

∑ = 0kzF ;  +ZA+ZВ–G+Qsin15°+Тsin15°+t·sin15°–Р=0; (4.3) 

( )∑ = 0kx FM ;   ZB·(a+b+с)+Qsin15°·a+Тsin15°·(2a+b+с)+ 

+t·sin15° (2a+b+с)–Р(а+b)– 
–G·(2a+b+с)=0;       (4.4) 

( )∑ = 0ky FM ;  –Qcos15°·r+Т·R–t R+P·r=0;  (4.5) 

( )∑ = 0kz FM ; –XB·(a+b+с)+Qcos15°·а+Тcos15°·(2a+b+с)+ 

+t·cos15°(2a+b+с)=0.    (4.6) 



 23

Враховуючи, що cos15°=0.966, із рівняння (4.5) визначаємо Р 
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Враховуючи, що sin15°=0.259, із рівняння (4.4) знаходимо ZВ 
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Із рівняння (4.3) визначимо ZА 

ZА=G–ZВ–Qsіn15°–1.5Тsіn15°+Р= 

=10–14.82–20·0.259–1.5·10·0.259+9.32=–4.565 кН. 

Із рівняння (4.6) знаходимо ХВ 
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Із рівняння (4.1) визначимо ХА 
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ХА=–ХВ+Qcos15°+1.5Тcos15°= 

=–18.94+20·0.966+1.5·10·0.966=14.87 кН. 

Відповідь:  ХА=14.87 кН;  ZА=–4.565 кН;   Р=9.32 кН; 

ХВ=18.94 кН;  ZВ=14.82 кН. 

4.1.1.6 Виконаємо перевірку отриманих результатів. 
Для цього візьмемо допоміжну систему координат х′ y′ z′ з полю-

сом в точці K (рис. 4.2). Запишемо суми моментів всіх сил, які діють на 
вал, відносно осі z′, а потім відносно осі х′ 

( )∑ =′ 0kz FM ; 

( )∑ =′ 0kx FM ; 

ХА(а+b)–Q·cos15°·b−ХВ·с+(Т+t)·cos15°·(а+с)= 

=14.87·3.5–20·0.966·3–18.94·0.3+15·0.966·0.8=0. 

–ZА(а+b)–Q·sin15°·b+ZВ·с+(Т+t)·sin15°(а+с)–G(а+с)= 

=4.565·3.5–20·0.259·3+14.82·0.3+15·0.259·0.8–10·0.8=0. 

Перевірка показала, що сили Р, ХА, ХВ, ZА, ZВ визначені вірно. 
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5 Завдання С.5 Визначення реакцій опор в конструкціях,  
завантажених довільно розташованими силами 

На конструкціях, які показані на рисунку 5.1, діють сили P , G  і 
розподілене навантаження q. На деякі конструкції діє пара сил з мо-
ментом М. Сила P  – вага тіла. Сила G  розташована в площині, вка-
заній на схемі, її положення визначається кутом θ. 

Визначити реакції опор і зусилля у невагомих важелях. 

Схеми конструкцій наведені на рисунку 5.1, а необхідні для розра-
хунків числові дані − в таблицях 5.1, 5.2. 

Варіант завдання задає викладач 
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V  VI  

VII  VIII  

IX  X  

Продовження рисунка 5.1 
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XI  XII  

XIII  XIV  

XV  XVI  

Продовження рисунка 5.1 
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XVII  XVIII  

XIX  XX  

XXI  XXII  

Продовження рисунка 5.1 
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XXIII  XXIV  

XXV  XXVI  

XXVII  XXVIII  

Продовження рисунка 5.1 
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XXIX  XXX  

Продовження рисунка 5.1    
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6 Завдання С.6 Рівновага тіл з урахуванням тертя 

Визначити мінімальне значення сили P  і реакції опор в точках О 
та А системи, яка перебуває у спокої. 

Схеми варіантів наведені на рисунку 6.1, а необхідні для розраху-
нків числові дані − в таблиці 6.1. 

Таблиця 6.1 

Сили, кН Розміри, м № 
рядка 

№ 
схеми G Q а b с 

α, 
град.

Коефіцієнт 
зчеплення 

(коефіцієнт 
тертя 

спокою) 

1  I 1 10 0.2 0.1 0.04 30 0.1 

2  II 1.3 14 0.45 0.4 0.05 45 0.2 

3  III 1.8 15 0.1 0.4 0.06 30 0.2 

4  IV 1.5 16 0.2 0.3 0.04 45 0.3 

5  V 2.0 20 0.2 0.5 0.05 30 0.4 

6  VI 1.8 22 0.3 0.3 0.04 45 0.25 

7  VII 1.9 24 0.4 0.5 0.06 30 0.2 

8  VIII  1.7 24 0.1 0.25 0.04 60 0.15 

9  IX 1.2 15 0.2 0.45 0.04 45 0.25 

0 X 1.2 14 0.2 0.3 0.05 60 0.35 

 в б а в б а б в 
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Рисунок 6.1 
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6.1 Приклад виконання завдання 

Задача 5. Визначити мінімальне значення сили P  і реакції в опо-
рах А, С, D. Схема наведена на рисунку 6.2. 

Вихідні дані: G2=1.7 кН, Q=16 кН, а=0.5 м, b=0.2 м, с=0.02 м, 
α=30º, fзм=0.4. 

Виконати перевірку знайдених рішень. 

6.1.1 Розв’язування задачі 

6.1.1.1 За вихідними даними 
викреслюємо у масштабі задану 
схему (рис. 6.2). 

6.1.1.2 Виділяємо тіло 1 
(рис. 6.3). Показуємо сили, які діють 
на це тіло. Це сила ваги Q  і реакція 
нитки T . Знаходимо модуль реакції 
нитки Т. 

∑ = 0iX ; Q–T=0; T=Q=16 кН. 

6.1.1.3 Розглянемо рівновагу 
сил, прикладених до барабана. Ви-
креслюємо це тіло окремо і прикла-
даємо всі сили, які діють на нього 
(рис. 6.4). 

На барабан діє сила ваги G , 
реакція нитки TT =′ , сила норма-
льного тиску 2N  з боку важіля АВ, 
сила зчеплення (тертя спокою) зчF  
між гальмівною колодкою і бараба-
ном та реакції 0Y  і 0X . 

Сили зчеплення визначаємо із 
формули 

Рисунок 6.2 

 

Рисунок 6.3 

 

Рисунок 6.4 
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Fзч=f·N2. 

Запишемо рівняння рівноваги 

∑ = 0OiM ; –Т'·R+Fзч·1.5R=0; (6.1) 

∑ = 0iX ;   ХО–N2=0;  (6.2) 

∑ = 0iY ;   YО–G–Т'+Fзу=0.   (6.3) 

У стані граничної рівноваги сила P  мінімальна. 
Із рівняння (6.1) визначимо Fзч 

6710
51

16
5151

.
..

T
R.
RTF зч ==

′
=

⋅′
=  кН. 

Але Fзч=fзч·N2, звідси знаходимо, що 

6726
40
6710

2 .
.
.

f
FN
зч

зч ===  кН. 

Із рівнянь (6.2), (6.3) визначимо реакції 0X  і 0Y  

ХО=N2=26.67 кН; 

YО=G+Т'–Fзч=1.7+16– 

–10.67=7.03 кН. 

6.1.1.4 Викреслюємо важіль 
АВ, прикладаємо до нього у від-
повідних точках сили P , зчF ′ , 

реакції 2N ′ , AX  і AY  (рис. 6.5). 
Розглянемо рівновагу сил, 

прикладених до важіля АВ. 

 

Рисунок 6.5 

 

Рисунок 6.6 
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∑ = 0iX ;  ХА+ 2N ′ –Рсоsα=0;     (6.5) 

∑ = 0iY ; YА– зчF ′ –Рsіnα=0.       (6.6) 

∑ = 0AiM ; + зчF ′ ·с+Рсоsα (а+b)– 2N ′ ·а=0;   (6.7) 

Із рівняння (6.7) визначаємо Р 

( ) 4937
350
1213

7050
02067105067262 .

.
.

..
....

bacos
cFaNP зч ==

⋅
⋅−⋅

=
+⋅

⋅′−⋅′
=

α
 кН. 

Із рівняння (6.5) визначимо невідому реакцію ХА 

ХА=– 2N ′ +Р·соsα=–26.67+37.49·0.866=–26.67+32.47=5.8 кН. 

Із рівняння (6.6) обчислюємо YА 

YА= зчF ′ +Р·sіnα=10.67+37.49·0.5=29.415=29.42 кН. 

6.1.1.5 Викреслюємо схему рами кріплення блока О, прикладаємо 
діючі сили і реакції в точках О, С, D. В точці О прикладаємо реакції 

OX ′  та OY ′ , які мають протилежний напрямок до OX  та OY . 
Запишемо суму проекцій всіх сил на осі х і y 

∑ = 0kxF ;  – OX ′ +RС+RD·соs60°=0;    (6.8) 

∑ = 0kyF ;  – OY ′ +RD·sіn60°=0.     (6.9) 

Із рівняння (6.9) обчислимо RD 

RD= OY ′ =8.12 кН. 

Із рівняння (6.8) обчислимо RС 
RС= OX ′ –RD·соs60°=26.67–8.12·0.5=26.67–4.06=22.61 кН. 



 40

7 Завдання С.7 Визначення положення центра ваги тіла 
 

Визначити положення 
центра ваги плоскої фігури, 

якщо R=а, 
2
ar = . 

Схеми плоских фігур 
наведені на рисунку 7.1, 
числові дані для розрахунку 
− в таблиці 7.1. 

I  II  III  IV  

V  VI  VII  VIII  

IX  X   

Рисунок 7.1 

Таблиця 7.1

№ 
рядка

№ 
схеми 

а, 
см 

№ 
рядка

№ 
схеми

а, 
м 

1  I 10 6  VI 60 

2  II 20 7  VII 70 

3  III 30 8  VIII 80 

4  IV 40 9  IX 90 

5  V 50 0 X 100 
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7.1 Приклад виконання завдання 

Задача 6. Визначити поло-
ження центра ваги плоскої фігу-

ри, якщо R=а, 
2
ar = . 

7.1.1 План розв’язування задачі 

7.1.1.1 Розділити складну 
плоску фігуру на прості геомет-
ричні фігури, для яких відомі 
положення цетрів ваги. 

Слід пам’ятати: 

− центр ваги площі однорідного 
трикутника розміщений в 
точці на перетині його медіан; 

− центр ваги площі однорідно-
го прямокутника розміщений в точці перетину його діагоналей; 

− центр ваги площі однорідної чверті круга або півкруга знаходиться 

на відстані 
π3

2d
 від основи. 

7.1.1.2 Вибрати систему координат, в якій визначити положення 
центра ваги однрідної плоскої фігури, якщо фігура має вісь симетрії, то од-
ну з осей координат слід направити вздовж цієї осі. Друга вісь буде перпен-
дикулярна до осі симетрії. 

7.1.1.3 У вибраній системі координат знайти положення центрів 
ваги простих геометричних фігур, на які розділили складну фігуру. за-
писати координати цих центрів. 

7.1.1.4 Визначити площи простих геометричних фігур. 

7.1.1.5 Положення центра ваги складної плоскої фігури визначити 
за формулами 

 

Рисунок 7.2 
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∑
∑ ⋅

=
i

ii
C A

Ax
x ;  

∑
∑ ⋅

=
i

ii
C A

Ay
y ,         (7.1) 

де Аі, хі, yі – відповідно площі і координати центрів ваги окремих час-
тин складної фігури, яких положення центрів ваги і площі відомі. 

Якщо в складній фігурі є отвори, то для знаходження положення 
центра ваги потрібно використати метод від’ємних площ, тобто площі 
отворів у формулі (7.1) входять зі знаком мінус. 

7.1.2 Розв’язування задачі 

7.1.2.1 Розділяємо наведену на рис. 6.2 складну плоску фігуру на 
складові частини – прості геометричні фігури: 

I -  прямокутник із сторонами а і 2а; 

II -  півкруг діаметра d=а; 

III -  чверть круга радіуса R=а; 

IV -  квадрат зі стороною а. 

7.1.2.2 Виберемо систему координат х, y з центром в точці О 
(центр півкруга), відносно якої визначатимемо положення центрів ваги 
складових плоских фігур. 

7.1.2.3 У вибраній системі координат знаходимо положення 
центрів ваги простих геометричних фігур, на які розділили складну 
фігуру. 

Координати центра ваги прямокутника 

21
ax −= ;  y1=0. 

Координати центра отвору у формі півкруга 

ππ 3
2

3
2

2
adx −=−= ;  y2=0. 



 43

Координати центра ваги кругового сектора 

ππ 3
4

3
2

33
adyx ==== . 

Координати центра ваги квадрата 

24
ax = ;  

24
ay −= . 

7.1.2.4 Визначаємо площі простих геометричних фігур. 

Площа прямокутника 

А1=а·2а=2а2. 

Площа отвору у формі півкруга буде від’ємною, оскільки отвір 
вирізаний 

88

22

2
adA ππ

−=−= . 

Площа кругового сектора 

416

22

3
adA ππ

== . 

Площа квадрата 
А1=а·а=а2. 

7.1.2.5 Визначаємо положення центра ваги площі складної плос-
кої фігури за формулами (7.1) 

;
336
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⎠
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.
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yC +
−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
=

++−

⋅−⋅++
=  

Після підстановки числових значень отримуємо 

220
143336

10 .
.

xC −=
⋅+

=  см; 

440
1435118

10 .
..

yC −=
⋅+

=  см. 

Показуємо положення центра ваги даної плоскої фігури на 
рисунку. 
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Додаток  А  

В ’язі  та  їх  реакції  

Таблиця А.1 

№ 
п/п Вид в’язі Найменування Напрямок дії 

і реакції 
1   2   3   4   

1.   
Гладка 
поверхня 

(без тертя) 

По загальній 
нормалі до 
поверхонь 

стичних тіл у 
точці контакту 

2.  

 

Контакт тіл 
у точці 

(без тертя) 
По нормалі до 

поверхні 

3.  

 

Циліндричний 
шарнір 

(підшипник) 

Реакцію R  
розділяють на 
дві складові – 
проекції на осі 
координат х і y 

N  

90°

1N  

90° 

1N

90°

x

y 

A 

α 

xR

yR  
R
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Продовження таблиці А.1 

1   2   3   4   

4.  

 

Циліндричний 
шарнір 

на рухомій опорі

Перпендикулярно 
до 

опорної поверхні 

5.  

 

Бішарнір на не-
рухомій опорі 

Одна реакція 
перпендикулярна 
опорі (вздовж 
стержня) 

6.  

 

Жорска закладка
(защемлення) 

Реакцію предста-
вляють у вигляді 
двох взаємно пе-
рпендикулярних 
складових ХА і YА 
та реактивного 
момента затис-
кання МА у пло-

щині хАy 

7.  

 

Ковзне 
защемлення 

Перпендикулярно 
опорній поверхні. 

Реактивний 
момент МА 
у площині хy 

90°

R  

R

90°

x

y 

MA
A 

R  

90°

x

y 

A 

AX

AY  
MA
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Продовження таблиці А.1 

1   2   3   4   

8.  

 

Невагомий 
стержень 

Вздовж 
осі стержня 

9.  

 

Біковзне 
затискання 

Реакція відсутня. 
Реактивний 
момент МА 
у площині хy 

10.  

 

Гнучка 
нерозтяжна 

нитка 

Вздовж нитки до 
точки підвісу 

11.   Сферичний 
шарнір 

Загальну реакцію 
R розкладають 
на складові 
Rх, Ry, Rz 

x

y 

MA

A 

A T
M

x 

y

z 

xR  
yR

R
zR

1S  

1S2S  

F
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Продовження таблиці А.1 

1   2   3   4   

12.  

 

Підпятник А та 
підшипник В 

Загальні реакції 
R розкладають 
на складові ХА, 
YА, ZА та ХВ, YВ 

13.  

 
Жорстке 

просторове 
защемлення 

Реакцію 
защемлення 
розділяють на 

три складові сили 
AX , AY , AZ , 
спрямовані 

вздовж осей, та 
три реактивні 

моменти Мх, Мy, 
Мz відносно осей 
координат х, y, z 

14.  

 

Сферичний 
нерухомий 
момент 

Реакцію 
розділяють на 
три складові 

AX , AY , AZ , 
спрямованих 
вздовж осей 

координат х, y, z 

x 

y

z 

AX  
AY

AZ

A 

BX  
BYB 

x 

y

z 

AX  
AY

AZ  

A 

a
b
α

Mx b

Mz

My

1Q

2Q

x 

y

z 

AX  

AY

AZ  

A 

P
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Додаток  Б  

Проекція  сили  

Таблиця Б.1 

1   
ПРОЕКЦІЯ СИЛИ НА ВІСЬ 

 

F x
=

F·
co

sα
; 

F y
=

F·
si

nα
 

П
ро
ек
ці
я 
си
ли

 н
а 
ві
сь

 є
 в
ел
ич
ин
а 

ал
ге
бр
аї
чн
а 

2   ПРОЕКЦІЯ СИЛИ НА ПЛОЩИНУ 

 

 

F x
=

F x
y·c

os
β=

F·
co

sα
·c

os
β;

 

F y
=

F x
y·s

in
β=

F·
co

sα
·si

nβ
; 

П
ро
ек
ці
я 
си
ли

 н
а 
пл
ощ

ин
у 
є 
ве
ли

-
чи
на

 в
ек
т
ор
на

 

 

F x
y=

O
B 1

 

xyF

F

x 

А 

В1

B

y 

β 

α

yF

xF

O 

z 

F

x 

А

Fx

B

y 

α

O 

Fy 

b a 

c 

d 



 51

Додаток  В  
Моменти  сил  

Таблиця В.1 

МОМЕНТ СИЛИ ВІДНОСНО ТОЧКИ 
1  Векторний момент сили F  

відносно точки О 
( ) FrFMO ×=  

Векторний момент ( )FMO  
прикладається у точці О і спрямову-
ється перпендикулярно до площини, 
яка проходить через силу і точку О в 
той бік, звідки сила намагається пове-
ртати тіло проти ходу годинникової 
стрілки. 
2  Алгебраїчний момент сили F  

відносно точки О 

 

( ) hFFMO ⋅±= , 
де h – плече сили (найкоротша від-
стань від точки до лінії дії сили). 

МОМЕНТ СИЛИ ВІДНОСНО ОСІ 

1  Момент сили F  відносно осі 
– це алгебраїчний момент проекції 
сили F  на площину хy, перпендику-
лярну до цієї осі відносно точки пере-
тину осі з площиною хy 

( ) ( )
hcosF

hFFMFM xyxyOz

⋅⋅±=

=⋅±==

α
 

 

2  Момент сили F  відносно осі 
дорівнює нулю у двох випадках: 

−  лінія дії сили перетинає вісь; 
−  сила паралельна до осі. 

α

xyF

C 

A'

F

xy 

B'
А

O 

В

z 

h 

r  A

B 

O 

F

( )FMO  
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Продовження таблиці В.1 

ПАРА СИЛ І ЇЇ МОМЕНТ 

1  Векторний момент пари сил 

( ) ( )
( ) FABFBAFM

FMFFMM

B

A

×=′×==

=′=′= ,
 

Модуль векторного моменту М 
дорівнює 

М=F·d. 
Векторний момент M пари сил 

спрямовується перпендикулярно до 
площини дії пари сил так, щоб з кінця 
цього вектора можна було спостеріга-
ти намагання пари сил обертати тіло 
проти ходу годинникової стрілки. Ве-
ктор M  є вільним вектором. 

2  Алгебраний момент пари сил 

 

М=±F·d. 
 
 

F ′M  

F  
xy

А 
ВK 

d 



 53

Додаток  Г  

Перелік  питань  до  модульного  контролю  

1. Що називають статикою ? 
2. Що називають матеріальною точкою і абсолютно твердим тілом ? 
3. Поняття сили. Якими елементами визначається сила ? 
4. Поняття рівнодійної системи сил. 
5. Еквівалентні системи сил. 
6. Зовнішні і внутрішні сили. 
7. Аксіоми статики. Аксіома в’язей. 
8. Механічні в’язі та їх реакції. 
9. Задачі статики. 
10. Що називають системою збіжних сил ? 
11. Рівнодійна системи збіжних сил. 
12. Проекції сили на вісь і площину. 
13. Аналітичний спосіб визначення рівнодійної. 
14. Геометрична умова рівноваги системи збіжних сил. 
15. Аналітичні умови рівноваги системи збіжних сил. 
16. Теорема про три непаралельні сили. 
17. Момент сили відносно центра (точки). 
18. Додавання двох паралельних сил. 
19. Пара сил. Момент пари сил. 
20. Еквівалентність пар сил. 
21. Додавання пар сил, що лежать в одній площині. 
22. Головний вектор і головний момент довільної плоскої системи сил. 
23. Як визначаються модуль і напрям головного вектора ? 
24. Теорема про паралельне перенесення сили. 
25. Зведення плоскої системи сил до заданого центра (основна теоре-

ма статики). 
26. Окремі випадки зведення плоскої системи сил. 
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27. Теорема Варіньона про момент рівнодійної. 
28. Умови рівноваги довільної плоскої системи сил і плоскої системи 

паралельних сил. 
29. Розподілені навантаження (рівномірне, за лінійним законом, по дузі 

кола). 
30. Сила тертя ковзання. Закони Кулона. 
31. Кут і конус тертя. 
32. Коли наступає явище заклинювання ? 
33. Рівновага системи тіл. Статично визначені і статично невизначені 

задачі. 
34. Момент сили відносно точки (центра) як вектор і як векторний до-

буток. 
35. Момент пари сил як вектор. 
36. Момент сили відносно осі. Коли момент сили відносно осі дорів-

нює нулю ? 
37. Залежність між моментами сили відносно осі та центра на цій осі. 
38. Головний вектор та головний момент просторової системи сил. 
39. Зведення просторової системи сил до заданого центра. 
40. Геометричні та аналітичні умови рівноваги довільної просторової 

системи сил. 
41. Умови рівноваги паралельних сил і пар сил в просторі. 
42. Як визначити модуль і напрям рівнодійної системи паралельних 

сил, направлених в один бік і в протилежні боки ? 
43. Що називають центром системи паралельних сил і центром ваги тіла ? 
44. Координати центра системи паралельних сил та центра ваги тіла. 
45. Центр ваги об’єму, площі, лінії. 
46. Методи знаходження центра ваги тіл. 
47. Центр ваги фігур, які мають площину, вісь або центр симетрії. 
48. Інтегральні формули визначення координат центра ваги тіла. 
49. Центр ваги площі, трикутника, дуги кола, площі кругового сектора. 
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