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ПЕРЕДМОВА  

Теоретична механіка – це одна з навчальних дисциплін науки 
«Механіка». Саме слово «механіка» грецького походження і в 
прямому перекладі означає «хитрість». Цей термін уперше був 
застосований у ІІІ століття до н.е. одним з учнів Аристотеля під час 
вивчення таких явищ, в яких «менше зусилля перемагає більше», 
наприклад, у разі піднімання вантажу за допомогою важеля. 

Механіка – це наука про найпростішу форму руху матерії – 
механічний рух. Механічним рухом називають переміщення одного 
матеріального об’єкта (або його частини) відносно іншого 
матеріального об’єкта (або іншої його частини) у просторі та часі. 
Наприклад, під час руху автомобіля по дорозі одне тіло (автомобіль) 
переміщається відносно інших тіл – дерев, будинків тощо. Якщо 
розтягують або стискують пружину, то одна частина переміщається 
відносно іншої частини. Такий рух називають деформацією. Цей рух 
вивчають інші дисципліни механіки – опір матеріалів, теорія 
пружності.  

Теоретична механіка вивчає найбільш загальні закони 
механічного руху, який визначається переміщенням одного 
матеріального об’єкта відносно іншого.  

Теоретична механіка, яка вивчає одну з форм руху матерії, 
належить до природничих наук. Серед природничих наук теоретична 
механіка займає чільне місце, бо є науковим фундаментом для 
багатьох технічних дисциплін, теорія яких ґрунтується на положеннях 
та законах теоретичної механіки. 

Основним завданням теоретичної механіки є пізнання кількісних і 
якісних закономірностей механічного руху та відображення їх на 
математичний мові у вигляді рівнянь – законів механічного руху. 

Закони, сформульовані теоретичною механікою, є об’єктивними. 
Ця об’єктивність полягає в тому, що вони відображають закони 
природи, які людина може вивчити, проте не може змінити. Однак 
формулювання самих законів часто має суб’єктивний характер. Один і 
той самий закон різні автори формулюють по різному, не змінюючи 
його суті. Другий закон Ньютона в підручниках можна зустріти 
записаним так: «Прискорення, з яким рухається матеріальна точка, 
пропорційне силі, яка діє на точку, і обернено пропорційне її масі», 
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«При русі точки має місце векторна рівність amF


 », «Зміна 
кількості руху матеріальної точки пропорційна прикладеній силі і 
відбувається за напрямом дії сили» тощо. З наведеного тільки третє 
менш-більш відповідає формулюванню І.Ньютона (1642-1726 р. р.) у 
його трактаті «Математичні начала натуральної філософії» (1687 р.). 

Слід також зазначити, що закони механіки, як і сам механічний 
рух, є відносними. Вони справедливі лише для певної системи відліку. 
Тому формулюючи закон або використовуючи його для розв’язку 
певної задачі, необхідно пам’ятати про систему відліку, в якій він має 
місце. Закони Ньютона, на яких ґрунтується теоретична механіка, 
справедливі в інерційній системі відліку. 

Як уже було зазначено, механічний рух відбувається в просторі та 
часі. В теоретичній механіці простір та час вважають абсолютними. Ця 
абсолютність полягає в тому, що їхнє існування постулюється, вони є 
незалежними один від одного, їхня геометрія не залежить від 
розташованих у них матеріальних об’єктів та від швидкостей, з якими 
ці об’єкти рухаються. Це суперечить теорії відносності, яка виникла на 
початку 20 століття. Однак, як показала ця теорія, помітні кількісні 
відхилення від законів руху, встановлених в класичній механіці, 
виявляються тільки при швидкостях, близьких до швидкості світла 

(
с

км
с 300000 ). Мірою цього відхилення є різниця між одиницею 

і величиною 
2

2

c

v
, де v  - швидкість руху тіла. У більшості випадків для 

сучасної техніки це відношення дуже мале. Для руху штучного 

супутника навколо Землі зі швидкістю 
с

км
v 8  вказане відношення 

дорівнює 
10

2

2

107 
c

v
 і порівняно з одиницею є дуже малим. Тому 

для  малих швидкостей сучасної техніки цим відношенням можна 
нехтувати та вважати простір і час абсолютними.  

Навчальну дисципліну «Теоретична механіка» прийнято розділяти 
на три розділи: статику, кінематику та динаміку. У такому ж порядку 
та відповідно до навчальної програми з дисципліни «Теоретична 
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механіка» для бакалаврів напряму «Інженерна механіка» викладено 
навчальний матеріал у цьому підручнику. Форма викладення 
матеріалу достатньо стисла, деколи навіть конспективна, однак 
спрямована на формування вмінь та навиків розв’язування задач. 

Підручник містить три розділи, які поділені на глави. У кінці 
кожної глави наведені контрольні запитання та завдання для 
самоперевірки отриманих знань.  

 
РОЗДІЛ  1 .  СТАТИКА  

 
Глава 1. Загальні поняття статики 

 
1.1. Предмет статики 

 
Статикою називають розділ теоретичної механіки, в якому 

вивчають методи перетворення одних систем сил в еквівалентні їм, а 
також встановлюють умови рівноваги механічних систем під дією 
різних систем сил. 

Вивчення цього розділу розпочнемо з розгляду основних понять 
статики. Об'єктами вивчення теоретичної механіки є не реально 
існуючі тіла, а певні абстрактні моделі цих тіл. Такими моделями є 
матеріальна точка, система матеріальних точок і абсолютно 
тверде тіло. Матеріальною точкою називають тіло, розмірами якого 
за умовами даної задачі можна знехтувати. Системою матеріальних 
точок називають сукупність матеріальних точок, положення і рух 
яких взаємозв'язані. Абсолютно твердим називають тіло, форми й 
розміри якого не змінюються під дією прикладеної до нього сили, 
тобто недеформоване тіло. Усяке фізичне тіло у механіці уявляють як 
систему матеріальних точок. 

У абсолютно твердих тілах відстань між будь-якими двома 
точками залишається постійною. Поняття про абсолютно тверде тіло є 
абстрактним, оскільки реальні тіла під дією сил змінюють свою форму 
й розміри, тобто деформуються. Методи розрахунку таких тіл 
розглядають у курсах опору матеріалів, теорії пружності тощо. 

 
1.2. Сила 

 
Одним з основних понять теоретичної механіки є поняття сили. 
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Силою називають міру механічної взаємодії між тілами, в 
результаті якої змінюються відносне положення тіл, їх швидкості та 
форма. 

Сила – величина векторна і визначається трьома елементами: 
числовим значенням (модулем), напрямком дії, точкою прикладення. 
Напрямок, у якому відбувається взаємодія між тілами, називають 
лінією дії сили (рис. 1.1). 

За одиницю сили в системі одиниць СІ прийнятий ньютон [Н ]; у 
технічній системі прийнято кілограм-силу [кгс ]. 

Для порівняння: кгс,Н 10201  ; Н,кгс 8191  . Силу, як і будь-
яку векторну величину, будемо 

позначати F


, модуль сили FF 


. 

Сукупність декількох сил, 
прикладених до механічної системи, 
називають системою сил. Якщо лінії дії 
сил системи лежать в одній площині, то 
її називають плоскою, якщо лінії дії сил 
лежать в різних площинах, то систему 
сил називають просторовою. 

Рис. 1.1 

Якщо, не порушуючи кінематичного стану тіла, одну систему сил 

( nFFF


,...,, 21 ) можна замінити іншою системою ( nPPP


,...,, 21 ), то 

такі системи сил називають еквівалентними. Під кінематичним станом 
тіла слід розуміти стан його руху або спокою. 

Якщо система сил ( nFFF


,...,, 21 ) еквівалентна одній силі R


, то 

цю сила називають рівнодійною даної системи сил. 
Зрівноважувальна сила дорівнює за модулем рівнодійній силі і 

напрямлена вздовж лінії її дії у протилежний бік. Зрівноваженою 
системою сил називають таку систему сил, під дією якої тіло не 
змінює свого руху або залишається у стані спокою. Зрівноважена 
система сил еквівалентна нулю. 

Якщо тверде тіло під дією деякої системи сил перебуває в 
рівновазі або в прямолінійному рівномірному русі, то користуються 
скороченим виразом "рівновага сил".  
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Усі сили, що діють на механічну систему, поділяють на дві групи: 
зовнішні та внутрішні. Зовнішніми називають сили, що діють на 
тверде тіло з боку інших тіл. Внутрішніми називають сили взаємодії 
між точками даного тіла. 

Силу, що діє на тверде тіло в одній точці, називають 
зосередженою силою. 

Сили, що діють на точки об'єму, поверхні чи лінії тіла, називають 
розподіленими силами. Розподілені сили характеризують 
інтенсивністю q.  

 
1.3. Аксіоми статики 

 
В основі статики лежать експериментально і логічно встановлені 

твердження (аксіоми), які відображають властивості сил, що діють на 
тверде тіло. 

1. Аксіома про дві сили 
Дві сили, прикладені до твердого тіла, будуть урівноважені 

(еквівалентні нулю) тоді і тільки тоді, коли вони рівні за модулем, 
діють на одній прямій і 
спрямовані в протилежні боки 
(рис. 1.2): 

система ( 21, FF


) еквівалентна 0; 

2121 ; FFFF


 . 

Рис. 1.2 
 

2. Аксіома про приєднання або вилучення зрівноважених сил 
Не змінюючи системи сил, що діє 

на тіло, до неї можна приєднувати або 
з неї вилучати будь-яку зрівноважену 
систему сил. 

Наслідок з аксіом 1 і 2. Не 
змінюючи дії сили на тіло, точку 
прикладання сили можна переносити 
вздовж лінії її дії. 

Рис. 1.3. 

Доведення. Нехай на абсолютно тверде тіло діє сила F


, 
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Рис. 1.5 

прикладена в точці А (рис.1.3). У точці В, яка лежить на лінії дії сили 

F


, прикладемо дві зрівноважені сили ( 21, FF


), причому 

FFF


 21 . Система сил )( 21 FFF


  еквівалентна F


 на 

підставі аксіоми 2. Сили ( 21, FF


) є також зрівноваженими. згідно з 

аксіомою 1 та за аксіомою 2 їх можна вилучити. Тоді залишається сила 

1F


, прикладена в точці В, що необхідно було довести. Отже, силу 

можна переносити вздовж лінії дії, тобто вона є ковзким вектором. 
Зауважимо, що аксіоми 1, 2 та наслідок з них справедливі лише 

для абсолютно твердих тіл. 
 
3. Аксіома про паралелограм сил 
Дві сили, прикладені до тіла в одній точці, мають рівнодійну, яка 

прикладена в тій самій точці, і 
визначається діагоналлю паралелограма, 
побудованого на цих силах (рис. 1.4). 

Згідно з цією аксіомою система сил 

( 21, FF


) еквівалентна R


. За правилом 

додавання векторів рівнодійна дорівнює 
геометричній сумі цих сил: 

21 FFR


 .    (1.1) 
Рис. 1.4 

Модуль рівнодійної визначають за формулою: 

cos21
2

2
2

1 FFFFR  , 

де   – кут між векторами 1F


 і 2F


. 
 
4. Аксіома про рівність дії та протидії 

Сили взаємодії двох тіл рівні за 
модулем і спрямовані по одній 
прямій в протилежні боки. 

Якщо тіло А діє на тіло В з 

силою AF


 (рис. 1.5), то тіло В діє на 

тіло А з силою BF


, причому 
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AF


= BF


, а AF = BF . Однак ці сили не зрівноважені, бо прикладені до 

різних тіл, тобто система сил ( BA FF


, ) не еквівалентна нулю. 

 
5. Аксіома про затвердіння або принцип затвердіння 
Якщо не абсолютно тверде тіло (тіло, що деформується) 

перебуває в стані рівноваги, то рівновага його не порушиться, якщо 
воно затвердіє. 

Принцип затвердіння має велике значення для вивчення рівноваги 
тіл, які деформуються. З нього випливає, що умови рівноваги сил, 
прикладених до абсолютно твердого тіла, поширюються на вивчення 
рівноваги не абсолютно твердих тіл. 

Отже, умови рівноваги сил, прикладених до твердих тіл, є 
необхідними, але не достатніми для деформівних тіл. Так, для 
рівноваги гнучкої нитки недостатньо того, щоб прикладені до її кінців 
сили були однакові за модулем і напрямлені по одній прямій у 
протилежні боки. Потрібно ще, щоб ці сили розтягували нитку. 

Перш ніж перейти до формулювання останньої аксіоми статики, 
введемо поняття в'язей і реакцій в'язей. 

Тіла в природі можна поділити на вільні та невільні. Вільними 
називають тіла, які під дією системи сил можуть переміщатися в 
просторі у будь-якому напрямку. Тіло, рух якого в просторі 
обмежений іншими тілами, називають невільним. Тіла, які обмежують 
рух даного твердого тіла в просторі, називають в'язями. 

Очевидно, між тілом і в'язями існують механічні взаємодії. Вплив 
тіла на в'язь називатимемо дією, а вплив в'язі на тіло протидією. 
Протидії в'язей називають реакціями в'язей. Реакція в'язі – це сила, з 
якою в'язь діє на тіло. Вона спрямовується протилежно до того 
напрямку, в якому в'язь перешкоджає можливому руху тіла.  

Оскільки в статиці встановлюють умови рівноваги, в основному, 
для вільних тіл, то для використання цих умов до невільних тіл слід 
застосувати аксіому про в'язі. 

6. Аксіома про в’язі або принцип звільнення від в'язей 
Не змінюючи кінематичного стану тіла, всяке невільне тіло 

можна розглядати як вільне, якщо відкинути в'язі, а їх дію замінити 
реакціями в'язей. 
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1.4. Механічні в'язі та їх реакції 
 
Конструктивно в'язі можуть бути виконані у вигляді різних опор, 

шарнірних з’єднань, гнучких елементів тощо. Вважатимемо, що в'язі 
виконані з абсолютно твердих тіл, тертя в місцях з'єднання в’язі з 
основним тілом незначне, тому ним можна знехтувати. Такі в'язі, в 
яких не беруть до уваги тертя, будемо називати ідеальними. 
Розглянемо основні типи в'язей. 

Гладка опорна поверхня 
Така в'язь є ідеальною поверхнею, тобто поверхнею без тертя. 

Наприклад, дзеркальна, льодяна, добре відшліфована металева 
поверхні тощо. 

Реакція N


 гладкої опорної поверхні спрямована по нормалі до 
спільної дотичної площини П, проведеної через точку А контакту тіла і 

в'язі, та прикладена в цій 
точці (рис. 1.6). Напря-

мок реакції N  проти-
лежний до напрямку, в 
якому в'язь обмежує рух 

тіла М. Реакцію N


 
називають нормальною 
реакцією. 

Рис. 1.6 

Окремими випадками такого типу в'язей 
будуть обпирання тіла на ребро або точку 
гладкої опорної поверхні (рис. 1.7). Якщо тіло 
обпирається до поверхні в точці (опора В на 
рис. 1.7), то реакцію спрямовують по нормалі 
до поверхні тіла. 

Рис. 1.7. 
Гнучка в'язь 

Гнучкі в'язі реалізують за допомогою ниток, шнурків, ланцюгів, 
канатів, які вважаємо нерозтяжними і невагомими. Гнучка в'язь не 
дозволяє тілу М віддалятися від точки закріплення (точка В на рис. 
1.8) .Тому реакцію гнучкої в'язі спрямовують по ній від точки 
з'єднання тіла і в'язі до точки кріплення в'язі з нерухомою поверхнею 
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(від точки А до точки В на рис. 1.8). Слід зауважити, 
що гнучка в'язь працює тільки на розтяг. 

Циліндричний шарнір (підшипник) 
Ця опора здійснюється за допомогою двох 

циліндрів, що мають спільну геометричну вісь (рис. 
1.9), яка перпендикулярна до площини рисунка і 
проходить через точку О. На рис. 1.9, а опора 
зображена в розрізі. Циліндр 1, який називають 

віссю, прикріплений до нерухомої основи. Циліндр 2, який називають 
втулкою, жорстко з’єднаний з тілом М, рівновагу якого розглядають. 
Циліндричний шарнір дозволяє повертатись тілу М навколо осі 1 і 
рухатись уздовж цієї осі. 

Лінія дії реакції 0R


 циліндричного шарніра проходить через 

центр О шарніра. Напрямок реакції 0R


 вказати неможливо. Тому у 

разі звільнення тіла від такої в'язі реакцію 0R


 доцільно заміняти 

двома складовими 0X


 і 0Y


 (рис. 1.9, б), напрямок яких приймають за 

додатними напрямками осей координат. Тоді складові реакції 0X


, 0Y


 
невідомі лише за алгебраїчною величиною. Розв'язуючи конкретну 

задачу, знаходять алгебраїчні значення 0X


 і 0Y


. Величину і напрямок 

реакції 0R


 визначають за формулами: 

;2
0

2
00 YXR   ;),(cos

0

0
0 R

X
Rx 


 
0

0
0 ),(cos

R

Y
Ry 


. 

На принципі ци-
ліндричного шарніру 
побудовано шарнір-
но-нерухомі і шар-
нірно-рухомі опори. 

Рис. 1.8 

Рис. 1.9 
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Шарнірно-нерухома і шарнірно-рухома опори 

Шарнірно-нерухома опора 
(нерухомий шарнір) дає змогу тілу 
вільно повертатися навколо осі 
шарніра, але перешкоджає його 
лінійним перемщенням у всіх 
напрямках (рис. 1.10, а). 

Рис. 1. 10 
Реакція шарнірно-нерухомої опори проходить через центр О 

шарніра та лежить в площині, перпендикулярній до осі шарніра. При 
розв'язуванні практичних задач цю реакцію представляють двома 

складовими 0X


 і 0Y


 (рис. 1.10, б). Шарнірно-рухома опора за своєю 

конструкцією аналогічна до попередньої. Відмінність лише в тому, що 
нижня обойма шарніра поставлена на котки (рис. 1.11, а), які 
дозволяють переміщати тіло М паралельно до нерухомої опорної 

поверхні. Лінія дії реакції N


 опори проходить через центр шарніра і 
перпендикулярна до опорної поверхні (рис. 1.11, б).  

 
 
 
 
 
 

Рис. 1.11 

Сферичний шарнір 
Такою в'яззю є куля, розміщена в сферичній порожнині (рис. 1.12). 

Рис. 1.12 



 20

Реакція 0R


 сферичного шарніра проходить через центр О 

шарніра і має довільний напрямок у просторі. Практично реакцію 0R


 

сферичного шарніра розкладають на три складових 000 ,, ZYX  

(рис. 1.12, б). Величину і напрямок реакції 0R


 визначають за 

формулами:  

;2
0

2
0

2
00 ZYXR   

0

0
0 ),(cos

R

X
Rx 


; ;),(cos
0

0
0 R

Y
Ry 


 
0

0
0 ),(cos

R

Z
Rz 


. 

 
Підшипник і підп'ятник 

Підшипник є різновидом цилінд-
ричного шарніра (рис. 1.13). Реакція 
підшипника В лежить у площині, 
перпендикулярній до осі підшипника. При 
практичному розв'язку задач її показують 

двома складовими ВX


 і ВY


. 

Підп'ятник утворюється поєднанням 
підшипника з опорною площиною, яка 
обмежує переміщення тіла М вздовж осі 
підшипника в бік опорної площини (опора 

А на рис. 1.13). 
Реакцію підп'ятника А при практичному 

розв'язанні задач представляють трьома 

складовими AA YX ,  і AZ  (рис. 1.13). 

Ідеальна стержнева в'язь 
В'язь виконують у вигляді жорстких 

стержнів, які розглядають як абсолютно 
тверді тіла, невагомі та ненавантажені 
зовнішніми силами. Такі стержні називають 
ідеальними. Кінці стержнів прикріплені до 
тіла і нерухомої основи за допомогою Рис. 1.14 

Рис. 1.13 
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циліндричних або сферичних шарнірів, розмірами яких і тертям у яких 
нехтуємо. 

Нехай для тіла М, яке перебуває в рівновазі, ідеальні стержні 1 і 2 
є в'язями (рис. 1.14). Тоді кожен із стержнів є тілом, яке знаходиться в 
рівновазі під дією двох сил, прикладених у точкових шарнірах. На 
підставі аксіом 1 та 4 реакція ідеального шарнірно закріпленого 
стержня спрямовується по прямій, що з'єднує центри точкових 
шарнірів. 

Жорстке защемлення 
Такий тип в'язі є тоді, коли тіло нерухомо з'єднане з опорою 

(в'яззю) (рис. 1.15). 

Рис. 1.15 

Ця в'язь обмежує не тільки лінійні переміщення тіла в опорі, а 
також повертання тіла. Тому реакцію жорсткого защемлення 

складають сила AR


 та момент AM


 (рис. 1.15, а), величини і напрямки 

яких залежать від сил, прикладених до тіла М  та наперед невідомі. 

Момент AM


 називають реактивним моментом. 

У разі, коли активні сили, що діють на тіло, розміщені в одній 

площині, реакція AR


 і пара сил з моментом AM  теж розміщені в тій 

самій площині (рис. 1.15, б). 

У просторовій задачі реакцію защемлення AR


 розкладають на три 

складові AAA ZYX ,, , а реактивний момент AM


 зображають у 

вигляді трьох пар сил з моментами zyx MMM ,,  (рис. 1.15, в). 

Слід зазначити, що реакція в’язі завжди направлена вздовж 
спільної нормалі до стичних поверхонь, яка проходить через центри 
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кривизни цих поверхонь. Якщо центри кривизни стичних поверхонь є 
різними точками, то існує одна спільна нормаль, якщо центри 
кривизни збігаються – то існує нескінчена множина спільних 
нормалей. Прикладами в’язей з нескінченою множиною спільних 
нормалей є циліндричний або сферичний підшипники. 

Вектор реакції в’язі на практиці не завжди заміняють його 
проекціями. Це доцільно робити тоді, коли зручно для розв’язування 
задачі. 

1.5. Задачі статики 
 

У статиці абсолютно твердого тіла розглядають дві основні задачі. 
Перша задача  статики – це задача про еквівалентні перетворення 

систем сил і заміну їх простішими. Вона має важливе значення не 
тільки в статиці, а й у динаміці. 

Друга задача – про рівновагу системи сил. Ця задача полягає у 
з’ясуванні необхідних для рівноваги твердого тіла умов, які повинні 
задовольняти системи сил, прикладені до цього тіла. Встановлені 
умови рівноваги використовують при розв'язуванні задач з визначення 
невідомих активних сил і реакцій в'язей. 

Розв'язувати обидві задачі статики можна як геометричним, так і 
аналітичним способами. 

 
Контрольні запитання 

 
1. Чим відрізняється матеріальна точка від геометричної? 
2. Яке тіло називають абсолютно твердим? 
3. Що називають силою, системою сил? Якими елементами 

визначається сила? 
4. Які дві системи сил будуть еквівалентними? 
5. Що розуміють під рівновагою тіла, сил? 
6. У чому схожість і різниця між: а) рівнодійною та 

зрівноважуючою силами; б) зовнішніми та внутрішніми силами? 
7. Сформулюйте аксіоми статики. 
8. Що розуміють під в'язями та їх реакціями? Чим відрізняються 

активні сили від реакцій? 
9. Назвіть основні види в'язей. Як знаходити їхні реакції? 
10. Чи залишаються постійними реакції в'язей при зміні зовнішніх 

сил, що діють на тіло? 
11. Сформулюйте задачі статики. 
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Глава  2.  Система  збіжних  сил  
 

2.1. Рівнодійна система збіжних сил 
 

Систему сил, лінії дій яких перетинаються в одній точці, назива-
ють збіжною. Системи збіжних сил можуть бути плоскими і прос-
торовими. 

Нехай на тверде тіло діє збіж-

на система сил ( nFFF


,...,, 21 ), 

лінії дій яких перетинаються в то-
чці О (рис. 2.1, а). 

Використовуючи наслідок з 
аксіоми 2, перенесемо сили 
вздовж ліній їх дій в точку О і 
одержимо еквівалентну систему 
сил, прикладених до твердого тіла 

в одній точці (рис. 2.1, б). 
Сили, прикладені в одній точці твердого тіла, можна додавати, ви-

користовуючи аксіому про паралелограм сил. Нехай до тіла в точці О 

прикладена система чотирьох збіжних сил ( 4321 ,,, FFFF


) (рис. 2.2, а)  

Рис. 2.2 

Знайдемо рівнодійну 1R


 сил 1F


 і 2F


 (рис. 2.2, б)  

211 FFR


 . 

Рівнодійна 1R


 еквівалентна ( 21, FF


). До рівнодійної 1R


 додамо 

силу 3F


. Одержимо  

Рис. 2.1. 



 24

321312 FFFFRR


 . 

Рівнодійна 2R


 еквівалентна системі сил ( 321 ,, FFF


). 

Додамо рівнодійну 2R


 з останньою силою 4F


 і одержимо рівно-

дійну чотирьох сил:  

4321 FFFFR


 , 

Рівнодійна R


 еквівалентна системі сил ( 4321 ,,, FFFF


). 

Поширюючи це правило додавання векторів на довільну кількість 
збіжних сил, можна стверджувати, що система збіжних сил еквівале-
нтна одній силі – рівнодійній, яка дорівнює векторній сумі цих сил і 
прикладена в точці перетину ліній їх дій: 





n

i
iFR

1


.        (2.1) 

Як видно з рис. 2.2, б, побудова паралелограмів сил еквівалентна 
побудові векторного многокутника сил. Для системи сил, зображеної 
на рис. 2.2, а, векторний многокутник сил побудуємо так: до кінця век-

тора 1F


 приєднаємо вектор, який геометрично дорівнює 2F


, а з його 

кінця відкладемо вектор 3F


 тощо (рис. 2.2, в). Вектор, проведений з 

точки прикладання першої сили 1F


 до кінця 4F


, є рівнодійною силою 

R


. Визначення рівнодійної системи збіжних сил за правилом парале-
лограма або силового многокутника називають геометричним спосо-
бом визначення рівнодійної. 

 
2.2. Проекція сили на вісь і площину 

 
Аналітичний спосіб розв'язування задач 

статики ґрунтується на понятті про проекцію 
сили на вісь. 

Проекція вектора сили на вісь є алгебраї-
чна величина, яка дорівнює добутку модуля 
сили на косинус кута між додатнім напрям-
ком осі і вектором сили (рис. 2.3). 

Рис. 2.3 
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cosFFпрF xx 


.       (2.2) 

Відзначимо, що при 0F


: 0xF  коли 
2

0
  ; 0xF  

коли 
2

  ; 0xF  коли 


2
. 

Проекція вектора сили F


 на площину 

Оху є вектор ОВFxy 


, що лежить між 

проекцією початку та кінця цього вектора на 
площину (рис. 2.4). 

Величина цієї проекції 

cosFFxy  , 

де   – кут між вектором сили F


 і 
площиною Оxy. Знайдену проекцію сили на площину спроектуємо 
на осі Оx і Оy: 









.sincossin

,coscoscos





FFF

FFF

xyy

xyx
    (2.3) 

Для розв'язування багатьох задач механіки в Декартові системі 

координат зручно подавати силу F


 через її розклад за векторами ор-

тонормованого базису  kji


,,  (рис. 2.5). 

kFjFiFF zyx


 ,       (2.4) 

де zyx FFF ,,  проекції сили F


 на осі 

системи координат zyx ,,  відповідно. 

За відомими проекціями сили на осі систе-
ми координат можна визначити модуль сили і 
кути, які вона утворює з координатними осями, 
за формулами: 

Рис. 2.5 

Рис. 2.4 
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      (2.5) 

 
2.3. Аналітичний спосіб визначення рівнодійної 

 
Крім геометричного існує ще й аналітичний спосіб визначення рі-

внодійної системи збіжних сил. Якщо рівність (2.1) спроектуємо на осі 
декартової системи координат, то одержимо 





n

i
ixx FR

1

; 



n

i
iyy FR

1

; 



n

i
izz FR

1

,    (2.6) 

де zyx RRR ,,  - проекції рівнодійної R


 на осі координат; 

iziyix FFF ,, - проекції сили iF


 на осі координат. 

Отже, проекція рівнодійної системи збіжних сил на будь-яку з ко-
ординатних осей дорівнює алгебраїчній сумі проекцій складових сил 
на відповідну вісь. 

Модуль і напрямок рівнодійної R


 визначають за формулами: 
222
zyx RRRR  ;      (2.7) 

R

R
Ri x ),(cos


;
R

R
Rj y ),(cos


;
R

R
Rk z ),(cos


. 

 
2.4. Геометрична умова рівноваги системи збіжних сил 
 
З означення зрівноваженої системи сил випливає, що тіло може 

перебувати у рівновазі під дією даної системи сил тоді, коли рівнодій-
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на 0R


. Якщо при побудові силового многокутника виявиться, що 
кінець вектора останньої сили збігається з початком вектора першої 
сили, то такий многокутник сил називають замкненим. 

Отже, для рівноваги системи збіжних сил необхідно і достатньо, 
щоб силовий многокутник, побудований на цих силах, був замкненим. 

Ця умова рівноваги визначається векторною рівністю 





n

i
iFR

1

0


.       (2.8) 

Рівність (2.8) називають геометричною умовою рівноваги систе-
ми збіжних сил. 

 
2.5. Теорема про три непаралельні сили 

 
Теорема. Якщо вільне тверде тіло знаходиться в рівновазі під ді-

єю трьох непаралельних сил, що лежать в одній площині, то лінії дій 
цих сил перетинаються в одній точці. 

Доведення. Нехай тіло перебуває у рів-
новазі під дією трьох непаралельних сил 

( 321 F,F,F ) (рис. 2.6). 

Знайдемо точку О перетину ліній дій 

сил 1F  і 2F , і перенесемо ці сили в цю то-
чку. Згідно з аксіомою 3 

21 FFR  . 

Рис. 2.6 

Отже, ( 321 F,F,F ) еквівалентна системі 3F,R ). 

Тепер можна вважати, що тіло перебуває в рівновазі під дією ли-

ше двох сил R  і 3F  . 

Згідно з аксіомою 1 це можливо лише при 3FR  . Таким чи-

ном, лінія дії сили 3F  повинна проходити через точку О, тобто систе-

ма сил  321 F,F,F має бути збіжною . 

Ця теорема є необхідною, проте не достатньою умовою рівноваги.  
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2.6. Аналітичні умови рівноваги 
 

Аналітичні умови рівноваги системи збіжних сил випливають з 
геометричної умови (2.8), згідно з якою модуль рівнодійної дорівнює 
нулю. Використовуючи це значення рівнодійної в формулі (2.7), одер-

жуємо: 0xR ; 0yR ; 0zR , або згідно з (2.6) 





n

i
ixF

1

0 ; 



n

i
iyF

1

0 ; 



n

i
izF

1

0 .      (2.9) 

Для рівноваги системи збіжних сил необхідно і достатньо, щоб 
алгебраїчна сума проекцій всіх сил на кожну з координатних осей до-
рівнювала нулю. 

Рівності (2.9) називають аналітичними умовами рівноваги систе-
ми збіжних сил. 

Для випадку плоскої системи збіжних сил отримаємо, відповідно, 
дві умови рівноваги: 





n

i
ixF

1

0 ; 



n

i
iyF

1

0 .     (2.10) 

Аналітичні умови рівноваги широко застосовують при розв'язу-
ванні практичних задач. У випадку просторової системи збіжних сил 
використовують виключно рівняння (2.9). 

 
2.7. Статично означені і статично неозначені задачі 

 
При розв'язанні задач статики реакції в'язей, як правило, є невідо-

мими величинами. Для їх визначення існують умови рівноваги тієї чи 
іншої системи сил. Умови рівноваги, в які входять відомі активні сили 
і невідомі реакції в'язей, називають рівняннями рівноваги. Розв'язуючи 
рівняння рівноваги, визначають невідомі величини. 

Задачі, в яких кількість невідомих величин дорівнює кількості рі-
внянь рівноваги, в які вони входять, називають статично означеними. 
Механічні системи, для яких це має місце, є статично означеними. 

Задачі, в яких кількість невідомих величин більша, ніж кількість 
рівнянь рівноваги, в які входять ці величини, називають статично не-
означеними. Системи, для яких це має місце, є статично неозначеними. 
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2.8. Методика та приклади розв'язування задач статики 
 

Усі задачі статики розв'язують за однією методикою, згідно з 
якою необхідно: 

1) вибрати об'єкт рівноваги. Це може бути точка, тіло або система 
тіл, до яких прикладені задані та невідомі сили; 

2) дотримуючись певного масштабу, зробити чіткий схематичний 
рисунок до задачі; 

3) зобразити на рисунку всі задані сили, прикладені до об'єкта рі-
вноваги; 

4) умовно звільнити об'єкт рівноваги від накладених в'язей, а їх 
дію замінити реакціями в'язей. Зобразити на рисунку реакції в'язей; 

5) вияснити, яка система сил діє на об'єкт рівноваги і які умови рі-
вноваги раціонально використати; 

6) відповідно до умов рівноваги скласти рівняння рівноваги або 
виконати відповідні графічні побудови; 

7) розв'язати рівняння рівноваги, визначити невідомі величини та 
проаналізувати одержані результати. 

Всі розрахунки в процесі розв'язку задачі рекомендується викону-
вати у загальному вигляді, а числові значення підставляти лише в кін-

цеві алгебраїчні вирази. 
Задача 2.1. Ліхтар вагою НG 20  

підвішений на вертикальному тросі, який 
відтягнутий до стін тросами ОА та ОВ 
(рис. 2.7, а). Кути, утворені тросами ОА і 
ОВ з вертикальною лінією, відповідно 

дорівнюють 030  і 045 . Визна-

чити натяг тросів. 
Рис. 2.7 

Розв'язок 

Розглянемо рівновагу точки О. Зображаємо активну силу, що діє на точ-
ку О (вага ліхтаря). 

Умовно звільняємо ліхтар від в'язей та їх дію замінюємо реакціями в'я-

зей 1R


 і 2R


. Реакції тросів завжди напрямлені вздовж тросів до точок підві-

су, тому що троси працюють тільки на розтяг (рис. 2.7, а). 
Раціонально вибираємо осі координат. 
Аналітичний метод розв'язування задачі. Для плоскої системи збіжних 

сил складаємо два рівняння рівноваги: 
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Невідомих сил у задачі дві (реакції 1R


 і 2R


.), рівнянь рівноваги також 

два, тобто задача статично означена. 

Розв'язавши систему рівнянь, одержимо: НR 64,141  , НR 35,102  . 

Відповідь. Натяги тросів дорівнюють за модулем реакціям і напрямлені у 
протилежні їм боки. 

Графоаналітичний метод розв'язування задачі. Будуємо замкнений си-
ловий трикутник, починаючи із заданої сили G  (рис. 2.7, б). Модуль невідо-

мих реакцій 1R


 і 2R


 визначаємо з трикутника CDE за допомогою теореми 

синусів 

0
2

0
1

0 30sin45sin105sin

RRG
 . 

Звідси 
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Реакції, визначені двома методами, однакові, тобто задача розв'язана 
правильно. 

 
Задача 2.2. Вага однорідної горизонтальної балки AB  дорівнює 

кН015  (рис. 2.8, а). Кут 045 . Балка утримується у рівновазі за допо-

могою опор А  і В . Визначити реакції опор балки. 
Розв'язок 

Розглянемо рівновагу балки. Прикладаємо активну силу ваги G


 посере-
дині балки (рис. 2.8, б). Умовно звільняємо балку від в'язей та їх дію заміню-

ємо реакціями в'язей. Реакцію ВR


 шарнірно рухомої опори В  направляємо 

перпендикулярно до опорної поверхні. Реакція АR


 шарнірно-нерухомої опо-

ри А  за теоремою про три непаралельні сили направляємо до точки перетину 

сил G


 і ВR


. 
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Рис. 2.8 

Аналітичний метод розв'язування задачі. Для плоскої системи збіжних 
сил складаємо два рівняння рівноваги: 
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Невідомих сил у задачі дві (реакції AR


 та BR


), рівнянь рівноваги також 

два, отже задача статично означена. 

Розв'язавши систему рівнянь, одержимо: НRR BA 106 . 

Графоаналітичний метод розв'язування задачі. Будуємо замкнений сило-

вий трикутник, починаючи із заданої сили G


(рис. 2.7, в). Модуль невідомих 

реакцій AR


 і BR


 визначаємо з трикутника CDE за допомогою теореми синусів 
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Реакції, визначені двома методами, однакові, отже задача розв'язана вірно. 
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Контрольні запитання 
 

1. Яку систему сил називають збіжною? 
2. Які є системи збіжних сил? Наведіть приклади найпростіших 

систем збіжних сил. 
3. Сформулюйте правила побудови силового трикутника, парале-

лограма і многокутника. 
4. Сформулюйте графічні і аналітичні умови рівноваги плоскої та 

просторової системи збіжних сил. 
5. Чи може вільне тверде тіло перебувати у рівновазі під дією: 
а) однієї сили; б) двох сил; в) трьох сил? 
6. Що називають проекцією сили на вісь, на площину? 
7. Сформулюйте теорему про три непаралельні сили. 
8. Як визначають модуль і напрямок рівнодійної збіжних сил? 
9. Яку задачу називають статично неозначеною? 
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Глава  3.  Моменти  сил  
 

Поняття про момент сили – одне з основних понять механіки, яке 
широко використовують і в теоретичних дослідженнях, і при 

практичних розрахунках. До поняття моменту сили 
людство прийшло, розглядаючи рівновагу та рух тіл, 
що мають точку або вісь обертання. Наприклад, на 

нерухомий блок (рис. 3.1) діє сила F


, яка обертає 
його навколо горизонтальної осі О. Мірою 
обертальної дії сили на тіло є момент сили. 

Рис. 3.1 
3.1. Момент сили відносно центра (точки) 

 

Задана сила F


, зображена вектором AB , прикладена до  тіла в 

точці А. Визначимо момент сили F


 
відносно центра О (рис. 3.2). 

Моментом сили відносно центра 
(точки) називають вектор, прикладений у 
центрі О, який дорівнює векторному 
добутку радіус-вектора точки А прикла-
дання сили і вектора сили: 

Рис. 3.2 

FrFmO


)( ,       (3.1) 

де OAr   - радіус-вектор точки прикладання сили відносно 
центра О. 

Якщо радіус-вектор точки прикладання сили krjrirr zyx


  

і вектор сили kFjFiFF zyx


  задані розкладом за векторами 

ортонормованого базису  kji


,,  декартової системи координат, тоді  

zyx

zyxO

FFF

rrr

kji

Fm




)( . 
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Визначимо величину (модуль) і напрямок вектора )(FmO


 (рис. 

3.2). Відповідно до поняття і властивостей векторного добутку двох 
векторів величина (модуль) моменту сили відносно центра дорівнює 

    sin,sin rFFrFrFmO 


,           (3.2) 

оскільки    sinsin,sin  Fr


. 

Але hr sin  (рис. 3.2) – висота  ОАВ, опущена з вершини 
О на сторону АВ цього трикутника, що збігається з лінією дії сили. 

Відстань h  від центра О до лінії дії сили називають плечем силиF


 
відносно цього центра. Тоді модуль моменту сили відносно центра 
дорівнює добутку величини сили на її плече відносно цього центра:  

hF)F(mO


 . 

Вектор )(FmO


 спрямовують за правилом векторного добутку: 

тобто вектор-момент сили відносно центра перпендикулярний до 
площини П, в якій розміщені сила і центр О так, щоб з його кінця було 
видно намагання сили повертати тіло навколо центра проти ходу 
стрілки годинника. 

Якщо на тіло діє плоска система сил, то вектори моментів усіх сил 
будуть перпендикулярні до цієї площини, а, отже, між собою 
паралельні. Тому моменти додають алгебраїчно та їх можна вважати 
скалярними величинами, які відрізняються лише величиною та 
знаками. Отже доцільно ввести алгебраїчну величину моменту сили 

відносно точ-
ки, яка дорів-
нює взятому зі 
знаком "+" або 
"-" добутку 
модуля сили на 
її плече від-
носно цієї 
точки: 

FhFmO )(


.       (3.3)  

Рис. 3.3 
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Уважатимемо момент додатнім, якщо сила намагається обертати 
тіло навколо точки проти ходу годинникової стрілки (рис. 3.3, а) і 
від'ємним - якщо за ходом годинникової стрілки (рис. 3.3, б). 

Одиниці моменту сили : мН 1 , мкН 1 , мкгс 1 .  

Зауважимо, що OABShABFh  2 . Тобто  

OABO SFm  2)(


.        (3.4) 

Модуль моменту сили відносно центра дорівнює подвійній площі 

трикутника, побудованого на векторах r


 і F


. 
Якщо лінія дії сили проходить через центр, то момент сили 

відносно цього центра буде дорівнювати нулю. 
Момент сили відносно точки не змінюється при перенесенні сили 

вздовж її лінії дії, оскільки незмінним залишається плече сили 
відносно центра. 

 
3.2. Теорема Варіньона для системи збіжних сил 

 
Теорема 1. Момент рівнодійної просторової системи збіжних сил 

відносно деякого центра, дорівнює геометричній сумі моментів 
складових сил відносно того самого центра. 

Доведення. На тіло діє просторова система збіжних сил 

( nFFF


,...,, 21 ), лінії дій яких перетинаються в точці В (рис. 3.4, а). 

Замінимо дану систему сил еквівалентною системою, усі сили 
якої прикладені в точці В 
(рис. 3.4, б). Рівнодійну 
систему, прикладену в тій же 

точці В, позначимо R


. Точку 
О, відносно якої будемо брати 
моменти всіх сил, назвемо 
центром моментів. Знайдемо 

момент рівнодійної R


 
відносно центра О. 

Рис. 3.4 
Згідно з формулою (3.1) 

  RrFmO


 , 
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де OBr 


 – радіус-вектор точки прикладання всіх сил системи і 

рівнодійної відносно центра О. Відомо, що 



n

i
iFR

1


. Тоді: 

 
 


n

i

n

i
iOiO FmFrRm

1 1

)()()(


. 

Отже, одержали рівність 

   



n

i
iOO FmRm

1


,       (3.5) 

Теорему доведено. 
Для плоскої системи збіжних сил теорему Варіньона записують так: 

   



n

i
iOO FmRm

1


.        (3.6) 

Теорема 2. Момент рівнодійної плоскої системи збіжних сил 
відносно деякого центра, що лежить у площині дії сил, дорівнює 
алгебраїчній сумі моментів складових сил відносно цього центра. 

Розглянемо приклад на застосування теореми Варіньона. 
 

Задача 3.1. На зігнутий під прямим кутом 

стержень АВС діє сила F


, як показано на рис. 

3.5. Знайти величину моменту сили F


 
відносно точки А, якщо aAB 2 , aBC  . 

Розв'язок 
Для визначення моменту сили відносно 

точки А використаємо теорему Варіньона. 

Розкладемо силу F


 на дві складові: 

горизонтальну cosFFx   і вертикальну 

sinFFy  . 

Тоді згідно з теоремою 2 одержимо: 

 sin2cos2)( aFaFaFaFFm yxA 


. 

Перевіримо правильність розв’язку задачі.  Оскільки FhFmA )(


, то 

враховуючи, що  sin2cossincos aaABBCh  , отримаємо 
такий самий результат.  

Рис. 3.5 
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Наведемо ще третій варіант розв’язку задачі. Надавши системі 

координат ортонормований базис  kji


,, , запишемо радіус-вектор Cr


 точки 

прикладання сили F


 і саму силу так: 

kjaiakrjrirr zyxC


02  ,  

kjFiFkFjFiFF zyx


0sincos   . 

Тоді 

.)cossin2(

0sincos

02)( kaFaF

FF

aa

kji

FmA





 





  

Вектор )(FmA


 направлений вздовж осі z  протилежно до базисного 

вектора k


. 
 

3.3. Рівняння моментів для плоскої системи збіжних сил 
 

Аналітичні умови рівноваги системи збіжних сил можна виразити 
не лише через проекції цих сил, а і через їх моменти. Покажемо, що 
для рівноваги плоскої системи збіжних сил необхідно і достатньо 
виконання умов: 

  0
1




n

i
iC Fm


; 



n

i
iB Fm

1

0)(


 ,    (3.7) 

де B і С довільні точки, що не лежать на одній прямій з точкою А, 
в якій перетинаються лінії дій сил. Необхідність цих умов виникає з 

того, що якщо 



n

i
iB Fm

1

0)(


, то, як видно із (3.6), 0)( iB Rm


, а 

це значить 0iR


, і рівновага неможлива. Доведемо достатність цих 

умов.  
Якщо умови (3.7) виконуються, то за теоремою Варіньона 

0)( RmB


 і 0)( RmC


, що можливо або коли 0R


, або коли 

лінія дії сили R


 проходить через точки В і С одночасно. Проте в 
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нашому випадку останнє неможливо, оскільки 
рівнодійна збіжних сил повинна проходити через 
точку А (рис. 3.6), а пряма ВС, за прийнятою 
умовою, через точку А не проходить. Звідси 
витікає, що у разі виконання умов (3.7) рівнодійна 

0R


, тобто система сил перебуває у рівновазі. 
Виконання лише однієї з умов (3.7) для рівноваги 
системи недостатньо. 

 
3.4. Момент сили відносно осі 

 
Моментом сили відносно осі називають алгебраїчну величину, що 

дорівнює моменту проекції сили на площину, перпендикулярну до даної 
осі, відносно точки перетину осі з цією площиною. 

Нехай до тіла в деякій точці А прикладена сила F


 (рис. 3.7). 

Визначимо момент сили F


 відносно осі zO1 . Проведемо через точку 

А площину xy, перпендикулярну до осі zO1 . Точку перетину площини 

xy з віссю zO1  позначимо О. Спроектуємо силу 

F


 на площину xy і одержимо силу 

FпрF xyxy


 . Друга складова сили F


 – це 

zF


, причому zF


||Oz. Згідно з означенням 
Рис. 3.7 

hFFmFm xyxyOZ  )()(


.             (3.8) 

Отже, щоб визначити момент сили відносно осі, необхідно:  
– спроектувати цю силу на площину, перпендикулярну до осі; 
– знайти точку перетину осі з цією перпендикулярною площиною;  
– визначити алгебраїчну величину моменту одержаної проекції 

відносно точки перетину осі з площиною. 

Момент сили відносно осі дорівнює нулю, якщо: 

1. Сила паралельна до осі ( zF


||OZ, 0zxy Fпр


); 

2. Лінія дії сили перетинає вісь ( 0h ). 

Рис. 3.6 
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Ці дві умови еквівалентні одній умові. Момент сили відносно осі 
дорівнює нулю, коли сила і вісь лежать в одній площині. 

Момент сили відносно осі додатній, якщо, дивлячись з кінця осі, 
бачимо, що проекція цієї сили на площину, перпендикулярну до осі, 
намагається обертати тіло навколо осі проти ходу годинникової 
стрілки (рис. 3.8, а). Якщо обертання відбувається у напрямі руху 
годинникової стрілки, то момент сили відносно осі буде від'ємним 
(рис. 3.8, б).  

Рис. 3.8 
3.5. Залежність між моментом сили відносно точки і осі, 

що проходить через цю точку 
 

Теорема. Проекція вектора-
моменту сили відносно точки на 
вісь, що проходить через цю 
точку, дорівнює моменту сили 
відносно цієї осі. 

Доведення. Сила F


 приклад-
ена в точці А простору. Виберемо 
довільну точку О і проведемо осі 
Ox, Oy, Oz (рис. 3.9). Визначимо 

момент сили F


 відносно осі Оz і 
відносно точки О на ній. 

Рис. 3.9 
Відомо, що 

OABO SFhFm  2)(


,  

a      
11

2)()( BOAxyxyOz ShFFmFm 


    (3.9) 
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З курсу елементарної геометрії відомо, що 

OABхуBOA SпрS  11
, 

cos
11 OABBOA SS   ,      (3.10) 

де   – кут між площинами цих трикутників, а отже, і кут між 
перпендикулярами до цих площин. 

Оскільки )()( OABFmo 


, а )()( 11BOAOz  , то 

 )),(( OzFmO . 

Враховуючи рівності (3.9) і (3.10), одержимо  

cos)()( FmFm oz


 . 

Знак )(Fmz


 повністю визначається знаком cos . 

Оскільки )(cos)( FmпрFm OOzO


 , то 

)()( FmпрFm OOzz


 ,       (3.11) 

що й треба було довести. 

3.6. Момент сили відносно координатних осей 

Нехай на тіло діє сила F


, прикладена в точці А (рис.3.10). 
Виберемо довільну точку О та зв’яжемо з нею праву декартову систему 

координат з ортонормованим базисом 

 kji


,, . Визначимо момент сили F


 

відносно осей цієї системи координат. Для 

цього запишемо вираз для моменту сили F


 
відносно точки О. Згідно з (3.1) 

Рис. 3.10 

FrFmO


)( . 

Запишемо розклад векторів F


 і r


 за векторами базису 

 kji


,,  

kFjFiFF zyx


 ; 
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kzjyixr


 , 

де xrx  , yry  , zrz   – координати точки А.  

Тоді  

zyx

O

FFF

zyx

kji

FrFm




)( . 

Розкриваючи визначник, отримаємо: 

)()()()( zyzxyzO yFxFkxFzFjzFyFiFm 


  (3.12) 

Вектор-момент )(FmO


 також представимо через його проекції 

на осі координат: 

kFmпрjFmпрiFmпрFm OOzOOyOOхO


)()()()(  . 

Оскільки 

   FmFmпр xOOx


 ;    FmFmпр yOOy


 ;  

   FmFmпр zOOz


 , 

то 

kFmjFmiFmFm zyxO


)()()()(  .    (3.13) 

Прирівнюючи праві частини рівнянь (3.13) і (3.12), одержимо 
















.)(

;)(

;)(

xyz

zxy

yzx

yFxFFm

xFzFFm

zFyFFm







           (3.14) 
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Контрольні запитання 
 

1. Що називають моментом сили відносно точки? Якими 
одиницями його вимірюють у системі СІ? 

2. Як визначають напрям і модуль моменту сили відносно точки? 
3. Чи змінюється момент сили відносно деякої точки у разі 

переносу сили вздовж лінії її дії? 
4. У якому випадку момент сили відносно даної точки дорівнює 

нулю? 
5. Дайте визначення моменту сили відносно осі. 
6. Як визначити плече сили відносно осі? 
7. У якому випадку момент сили відносно даної осі дорівнює 

нулю? 
8. Сформулюйте теорему Варіньона для просторової та плоскої 

систем збіжних сил. 
9. Як визначити момент сили відносно координатних осей? 
10. Запишіть залежність між моментом сил відносно точки та осі. 
11. Коли момент сили відносно точки (осі) додатній і коли 

від'ємний? 
12. Напишіть рівняння моментів для плоскої системи збіжних сил. 
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Глава  4.  Теорія  пар  сил  
 

4.1. Додавання двох паралельних сил 
 

Сили спрямовані в один бік 
Нехай до абсолютно твер-

дого тіла в точках А і В 
прикладені дві паралельні сили 

1F


 і 2F


, спрямовані в один бік 

(рис. 4.1). 
Знайдемо їх рівнодійну. Для 

цього в точках А і В до тіла 
прикладемо дві однакові за 
величиною та протилежні за 

напрямком сили 1Q


 і, 2Q


 що 

діють по прямій АВ. 

Оскільки 21 QQ


 , то 
відповідно до аксіом 1 і 2 статики 

система сил ( 1Q


, 2Q


) еквівалентна 

0, а система сил ( 1F


, 2F


, 1Q


, 2Q


) еквівалентна системі ( 1F


, 2F


). 

Додаючи попарно сили 1F


 і 1Q


, 2F


 і 2Q


, одержимо 111 QFR


  і 

222 QFR


 . Перенесемо сили 1R


 і 2R


 вздовж ліній дії в точку їх 

перетину О. 11 RR


 і 22 RR


 . Розкладемо тепер силу 1R


 на складові 

11 QQ


  і 11 FF


 , а силу 2R


 – на складові 22 QQ


  і 22 FF


 . 

Сили 1Q


 і 2Q


 зрівноважені, тому їх вилучили.  

Оскільки сили 1F 


 і 2F 


 спрямовані по одній прямій в один бік, то їх 

рівнодійна 21 FFRR


  спрямована по тій самій прямій у тому 

самому напрямку. Перенесемо силу R


 вздовж лінії її дії в точку С 

відрізка АВ. Одержимо силу RR


 . Це означає, що сила R


 – 

рівнодійна сил 1F


 і 2F


: 

Рис. 4.1
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21 FFR


 .         (4.1) 

Знайдемо точку прикладання рівнодійної R


 сил 1F


 і 2F


. З 

подібності трикутників ОАС і Omn, OCB i Oek запишемо: 

2

2

Q

F

CB

OC
  і 

1

1

Q

F

AC

OC
 . 

Оскільки 21 QQ


 , то CBFACF  21 . Звідси, враховуючи 

властивість пропорції, маємо: 

R

AB

F

CB

F

AC


12

.        (4.2) 

Отже рівнодійна двох паралельних сил, спрямованих в один бік, 
паралельна до цих сил, спрямована в той самий бік, що й складові сили. 
Ця рівнодійна дорівнює сумі складових сил, а лінія її дії поділяє 
відстань між точками прикладання цих сил внутрішньо на частини, 
обернено пропорційні до цих сил. 

Примітка. 1. З доведеного випливає, що довільну силу можна 
також розкласти на дві паралельні сили. 

2. Якщо 21 FF


 , то CBAC  . 

Сили, спрямовані в протилежні боки 

Нехай паралельні сили 1F


 і 2F


 

спрямовані в різні боки, і 21 FF   (рис. 

4.2). Знайдемо рівнодійну сил 1F


 і 2F


. 
Для цього відповідно до примітки 1 

розкладаємо силу 1F


 на дві паралельні 

сили: силу 2F  , прикладену в точці В, 

приймаючи 2F = 2F , та силу R


, прикладену в точці С. Сила 1F


 є 

рівнодійною сил 2F 


 і R


, тому сила 1F


 еквівалентна системі сил 

( 2F 


, R


). Згідно з (4.1) 1F


= 2F 


+ R


, звідси  

21 FFR


 .         (4.3) 

Рис. 4.2 
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Оскільки сила 1F


 еквівалентна системі сил ( 2F 


, R


), то система 

сил ( 1F


, 2F


) еквівалентна системі сил ( 2F


, 2F 


, R


). Але ( 2F 


, 2F


) 

еквівалентна 0, тому ( 1F


, 2F


.) еквівалентна R


. Оскільки сила R


 – 

рівнодійна сил 2F 


 і R


, то із формули (4.2) одержимо: 

AB

R

AC

F

BC

F
 21 .       (4.4) 

Отже рівнодійна двох паралельних, не однакових за модулем та 
протилежно спрямованих сил, є паралельна до них, спрямована у бік 
більшої сили й дорівнює різниці складових сил. Лінія дії рівнодійної 
проходить через точку, що лежить зовні відрізка АВ з боку більшої 
сили та поділяє відстань між точками прикладання сил зовнішньо на 
відрізки, обернено пропорційні до цих сил. 

Сили, рівні за модулем і спрямовані протилежно одна одній 
Розглянемо дві рівні за модулем і спрямовані протилежно 

паралельні сили 1F


 і 2F


, прикладені до тіла в точках А і В (рис. 4.3). 

Згідно з (4.3) при 1F


= 2F


 одержуємо 

0R


. Хоча рівнодійна цих сил дорівнює 
нулю, однак тіло під дією такої системи сил, як 
відомо із практики, не буде знаходитись в 
рівновазі. Такі дві сили намагаються обертати 
тіло. 

Рис. 4.3 

Цей випадок особливий, оскільки такі дві сили є якісно новим 
елементом статики, який називають парою сил. 

 
4.2. Пара сил 

 
Систему двох однакових за модулем, паралельних, протилежно 

спрямованих сил, прикладених до абсолютно твердого тіла, 
називають парою сил (або просто парою). 

Нехай до деякого тіла прикладена пара сил ( FF 


, ) (рис. 4.4). 

Згідно з означенням пари сил FF 


. 
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Елементи пари: сили що складають пару; 
плече пари; площина дії пари. Плече пари h – 
це найкоротша відстань між лініями дії сил 
пари . Площина дії пари - це площина, в якій 
розміщені сили пари. Система пар сил - це 
сукупність пар сил, прикладених до одного 

твердого тіла. Пара сил ( FF , ) не має 
рівнодійної, бо геометрична сума цих сил 
дорівнює нулю. 

Рис. 4.4 

Пара сил ( FF , ) не є системою зрівноважених сил. Згідно з 
аксіомою 1 дві однакові за модулем і протилежні за напрямком сили 
будуть зрівноваженою системою сил, лише тоді, коли вони мають 
спільну лінію дії. 

Пара сил, що діє на тіло, намагається обертати його. Мірою 
обертальної дії сили в статиці є момент. Тому дію пари сил на тіло 
характеризують моментом. 

 
4.3. Момент пари сил 

 
Моментом пари сил називають вектор, який дорівнює 

векторному добутку вектора, що з'єднує точки прикладання сил, і 
вектора однієї сили пари: 

FABFBAm 


.   (4.5) 

Вектор-момент пари спрямовують 
перпендикулярно до площини дії пари так, 
щоб із його кінця було видно намагання 
пари сил обертати тіло проти ходу 
годинникової стрілки (рис. 4.5). 

Рис. 4.5 
Алгебраїчним моментом пари сил називають взятий зі знаком "+" 

або "-" добуток однієї з сил пари на плече пари: 

Fhm  .         (4.6) 

Момент пари сил вважаємо додатнім, якщо пара сил намагається 
обертати тіло проти ходу годинникової стрілки і від'ємним, якщо пара 
сил намагається обертати тіло за ходом годинникової стрілки. 
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Теорема. Сума моментів сил пари відносно 
довільного центра в просторі є величиною 
сталою для даної пари й дорівнює моменту цієї 
пари. 

Доведення. Нехай задано пару сил 

( FF 


, ) (рис. 4.6). Оскільки дія пари на тіло 

спричиняє обертання, знайдемо суму моментів 
сил пари відносно центра О, довільно 
розміщеного в просторі. Згідно з (3. 1) 

одержимо: 

.mFBAF)rr(

)F(rFr)F(m)F(m

BA

BAOO







 

Теорему доведено. 
Залишається нез'ясованим питання про точку прикладання 

вектора-моменту пари сил. Оскільки момент пари сил не залежить від 
вибору центра моментів сил пари, то можна допустити, що вектор-
момент пари сил можна прикладати в будь-якій точці простору, тобто 
вважати його вільним вектором. Це буде доведено за допомогою 
теорем про еквівалентність пар. 

 
4.4. Еквівалентність пар сил 

 
Розглянемо теореми, з яких випливають основні властивості пар 

сил та які встановлюють умови їх еквівалентності. 

Теорема 1. Дія пари сил на 
абсолютно тверде тіло не 
зміниться, якщо пару сил замінити 
будь-якою другою парою сил, що 
лежить у тій же площині й має 
той же момент. 

Доведення. На абсолютно 

тверде тіло діє пара сил ),( FF 


 

(рис. 4.7), плече якої 1d . 
Рис. 4.7 

Рис. 4.6 
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Проведемо в площині дії пари через довільні точки D і E дві 

паралельні прямі до перетину їх з лініями дії сил пари ),( FF 


 в 

точках А та В і прикладемо сили F


 та F 


 у цих точках (початково 

сили F


 та F 


 можуть бути прикладені в довільних точках на лініях 

дії цих сил). Відстань між прямими AD і ВЕ позначимо 2d . 

Розкладемо силу F


 по напрямках BA та DA на сили Q

та P


, а силу 

F 


 – по напрямках АВ та ВЕ на сили Q


 та P


. При цьому 

PP 


, QQ 


. Сили Q


 та Q


, як зрівноважені, можна 

вилучити. Тоді пара сил ),( FF 


 буде замінена парою ),( PP 


 з 

іншим плечем та іншими силами, які можна прикласти в точках D, E. 
У силу довільності вибору точок D, E та напрямків прямих AD і BE, 

пара сил ),( PP 


 може бути розміщена в площині дії де завгодно. 

Доведемо, що моменти пар ),( PP 


 та ),( FF 


 однакові. 

Оскільки сила F


 є рівнодійною сил Q


 та P


, то за теоремою 

Варіньона запишемо 

)()()( QmPmFm BBB


 . 

Але  

1)( FdFmB 


, 2)( PdPmB 


, 0)( QmB


. 

Звідси 21 PdFd  , тобто моменти пар однакові і теорема 

доведена. 
З доведеної теореми випливають такі властивості пар сил: 
1. Задану пару сил, не змінюючи її дії на тверде тіло, можна 

переносити куди завгодно в площині дії пари; 
2. У заданої пари, не змінюючи її дії на тверде тіло, можна 

довільно змінювати модулі сил або довжину плеча, зберігши 
незмінним її момент. 

Звідси витікає, що дві пари, які лежать в одній площині і мають 
однакові моменти, еквівалентні. 
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Теорема 2. Дія пари сил на 
тверде тіло не змінюється, якщо 
пару сил перенести із однієї площини 
в другу, їй паралельну. 

Доведення. Розглянемо пару сил 

),( FF 


, що лежить у площині І 

(рис. 4.8). Проведемо площину ІІ і 
візьмемо на ній відрізок DE, який 
дорівнює відрізку АВ і паралельний 
до нього. У точках D та Е 
прикладемо чотири попарно 

зрівноважені сили FFF


 21 ; 

FFF 


21 . Фігура ABED є паралелограмом, діагоналі якого точка С 

ділить навпіл. Складемо тепер паралельні сили F


 та 2F


, замінимо їх 

рівнодійною R


, що прикладена в точці С, при цьому FR


2 . Сили 

F 


 та 2F 


 замінимо силою R


, що прикладена посередині відрізка 

BD, тобто в точці С RFR


 2 . Сили R


 та R


 зрівноважені і їх 

можна вилучити. Таким чином, пара ),( FF 


 замінена парою 

),( 11 FF 


, що лежить у площині ІІ. З доведеної теореми виходить, що 

дві пари, які лежать в паралельних площинах і мають одинакові 
моменти, еквівалентні. 

 
4.5. Додавання пар сил 

 
Геометричне визначення моменту результуючої пари сил 
Встановимо правило додавання пар сил, що лежать у площинах, 

які перетинаються. Це правило випливає з такої теореми. 
Теорема. Дві пари сил, які лежать у площинах, що 

перетинаються, еквівалентні одній парі, вектор-момент якої 
дорівнює геометричній сумі векторів-моментів даних пар. 

Доведення. Нехай пари сил ),( 11 FF 


 і ),( 22 FF 


 з моментами 

1m


 і 2m


 розміщені в площинах П1 і П2 (рис. 4.9), тобто система 

Рис. 4.8 



 50

{ ),( 11 FF 


, ),( 22 FF 


} еквівалентна {( 11, PP 


),( 22 , PP 


)}. Додамо сили, 

прикладені в точках А і В. Одержимо 21 PPR


  і 21 PPR 


. 

Зважаючи на те, що 11 PP 


 і 22 PP 


, отримаємо RR 


. 

Отже система пар ),( 11 FF 


 і ),( 22 FF 


 є еквівалентною одній парі 

),( RR 


. Знайдемо вектор-момент цієї пари: 

2121

21 )(

mmPBAPBA

PPBARBAM








. 
Отже 

21 mmM


 . 
Теорему доведено. 

Аналогічно 
можна додати n 
пар сил у просторі. 

У результаті 
одержимо одну па-
ру сил, вектор-мо-
мент якої дорів-
нює геометричній 
сумі векторів-мо-
ментів складових 
пар сил, а саме 





n

i
imM

1


.       (4.7) 

Аналітичне визначення моменту результуючої пари сил 
Спроектуємо рівність (4.7) на осі прямокутної декартової системи 

координат і використаємо теорему про проекцію сумарного вектора на 
вісь. Одержимо проекції моменту результуючої пари сил на осі 
системи координат: 





n

i
ixx mM

1

; 



n

i
iyy mM

1

; 



n

i
izz mM

1

, 

Рис. 4.9 
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де zyx MMM ,,  – проекції моменту результуючої пари M


 на 

відповідні осі координат: iziyix mmm ,,  – проекції моменту пари im


 

на осі системи координат. 

Відомо, що вектор M


 можна подати у вигляді  

kMjMiMM zyx


 . 

Модуль та напрямок вектора визначаються за формулами 

222
zyx MMMM  , 

M

M
iM x ),(cos


; 
M

M
jM y ),(cos


; 
M

M
kM z ),(cos


. 

Додавання пар сил на площині 

Як випливає з попереднього, щоб додати пари сил на площині 
необхідно додати їх моменти. Відомо, що вектори-моменти пар, 
розміщених в одній площині, є паралельними і тому додаються 
алгебраїчно. Отже, момент результуючої пари плоскої системи пар 
дорівнює сумі алгебраїчних моментів складових пар: 





n

i
imM

1

          (4.8) 

 
4.6. Умови рівноваги пар сил 

 
Геометрична умова рівноваги просторової системи пар сил 

Нехай на тіло діє n пар сил, довільно розміщених у просторі, 

вектори-моменти яких дорівнюють nmmm


,...,, 21 . 

У підрозділі 4.5 було доведено, що така система пар сил 
еквівалентна одній парі сил, вектор-момент якої визначають за 
рівнянням (4.7). 
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Очевидно, що тіло під дією системи пар сил перебуває в рівновазі, 
якщо вектор-момент результуючої пари буде дорівнювати нулю: 

0M


. 
Цю умову рівноваги, враховуючи формулу (4.7), запишемо у 

вигляді 





n

i
im

1

0


.        (4.9) 

Формула (4.9) є геометричною умовою рівноваги просторової 
системи пар, яку можна сформулювати так: просторова система пар 
сил буде перебувати у рівновазі тоді й тільки тоді, коли вектор-
момент результуючої пари, або геометрична сума векторів-моментів 
складових пар, буде дорівнювати нулю. 

Аналітичні умови рівноваги просторової системи пар сил 

З умови (4.9) одержуємо, що у разі рівноваги просторової системи 

пар сил 0 zyx MMM , тобто 





n

i
ixm

1

0;  



n

i
iym

1

0;  



n

i
izm

1

0.     (4.10) 

Формули (4.10) є аналітичними умовами рівноваги просторової 
системи пар сил, які формулюють так: просторова система пар сил 
перебуває у рівновазі тоді й тільки тоді, коли алгебраїчна сума 
проекцій векторів-моментів складових пар на три взаємно 
перпендикулярні осі координат дорівнює нулю. 

Умова рівноваги плоскої системи пар сил 

Умову рівноваги плоскої системи пар сил одержуємо з рівності (4.8). 
Плоска система пар сил буде перебувати у рівновазі тоді й 

тільки тоді, коли алгебраїчна сума моментів складових пар сил буде 
дорівнювати нулю: 





n

i
im

1

0. 
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Контрольні запитання 
 

1. Як визначають напрям і модуль рівнодійної двох паралельних 
сил, спрямованих в один бік? 

2. Як визначають напрям і модуль двох паралельних протилежно 
спрямованих сил? 

3. Що називають парою сил? Моментом пари сил? 
4. Як визначають напрям і модуль вектор-моменту пари сил? 
5. Чому дорівнює сума моментів сил пари відносно довільного 

центра? 
6. Сформулюйте теореми про еквівалентність пар сил. 
7. Які пари називають еквівалентними? 
8. Що таке рівнодійна (результуюча) пара і як визначити її 

величину? (Геометричне і аналітичне визначення). 
9. Сформулюйте геометричну умову рівноваги просторової 

системи пар сил. 
10. Запишіть аналітичні умови рівноваги просторової та плоскої 

системи пар сил. 
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Глава  5.  Зведення  довільної  системи  сил   
до  заданого  центра  

 
Як було зазначено, однією з двох основних задач статики є 

зведення системи сил, які діють на абсолютно тверде тіло, до 
простішого вигляду. 

Зупинимося на методі зведення довільної незбіжної системи сил 
до заданого центра. Цей метод ґрунтується на використанні леми 
Пуансо про паралельне перенесення сили. 

 
5.1. Лема про паралельне перенесення сили 

 
Лема Пуансо. Не змінюючи дії сили, прикладеної в деякій точці 

тіла, на це тіло, її можна переносити паралельно самій собі в іншу 
довільну точку тіла, додавши при цьому пару сил з моментом, який 
дорівнює моменту заданої сили відносно нової точки. 

Доведення. Нехай у точці А твердого тіла прикладена сила F


 
(рис. 5.1, а). Прикладемо в точці В систему двох взаємозрівноважених 

сил ( ), FF 


 (рис. 5.1, б). При цьому FFF   і 

FFF


||||  . 

Рис. 5.1 

Тоді сила F


 еквівалентна системі сил ),,( FFF

 . Але сили 

F


 і F 


 утворюють пару сил, причому момент пари m


 дорівнює 

моменту даної сили F


 відносно нової точки В: 

)(FmFBAm B


 . 

Лему доведено. 
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5.2. Зведення довільної системи сил.  

Головний вектор і  головний момент системи 

На підставі леми Пуансо доведемо основну теорему статики. 
Теорема 1. Довільну систему сил можна замінити еквівалентною 

системою, що складається з однієї сили, прикладеної у довільно 
вибраній точці (центрі зведення), і яку називають головним вектором 
даної системи сил, і однієї пари сил, момент якої називають головним 
моментом даної системи сил. 

Доведення. Розглянемо систему сил ( nFFF


,...,, 21 ). Виберемо за 

центр зведення довільну точку О (рис. 5.2, а). Згідно з лемою Пуансо 
перенесемо всі сили у центр зведення О. У результаті система сил 

( nFFF


,...,, 21 ), буде еквівалентною системі сил ( nFFF


,...,, 21 ), 

прикладеній у точці О, і системі пар сил ( 11, FF 


), ( 22 , FF 


), ( nn FF 


, ), 

моменти яких )( 1111 FMFrM O


 , )( 2222 FMFrM O


 , 

…, )( nOnnn FMFrM


  показано на рис. 5.2, б, де ir


 радіуси-

вектори, проведені з центра зведення О до точок прикладання сил iF


.  

Одержану збіжну систему сил і систему пар сил можна замінити 

однією силою R


 і однією парою сил з моментом OM


 (рис. 5.2, в), 

тобто 

 
Рис. 5.2 





n

i
in FFFFR

1
21 ...


      (5.1); 
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n

i
nOnOOOnO )F(M)F(M...)F(M)F(MM...MMM

1
2121


 (5.2) 

Силу R


 називають головним вектором системи сил. 

Момент OM


 називають головним моментом системи сил 

відносно центра зведення О. Теорема доведена. 

Вектори R


 і OM


 називають елементами зведення. Як видно з 

(5.1) і (5.2), головний вектор не залежить, а головний момент 
залежить від вибору центра зведення. 

 
5.3. Векторні умови рівноваги довільної системи сил 

 
Згідно з основною теоремою статики довільна система сил 

( nFFF


,...,, 21 ) при зведенні до заданого центра можна замінити 

простішою еквівалентною системою з однієї сили R


 і однієї пари сил 

з моментом OM


. 

Зупинимося на другій задачі статики і визначимо умови, при яких 
довільна система сил еквівалентна нулю, тобто умови її рівноваги. 
Доведемо таку теорему. 

Теорема 2. Для рівноваги довільної просторової системи сил 
необхідно і достатньо, щоб головний вектор системи і її головний 
момент відносно довільно вибраного центра зведення одночасно 
дорівнювали нулю: 

0R


; 0OM


           (5.3) 

або                              0
1




n

i
iF


;  



n

i
iO Fm

1

0)(


. 

Доведення. 
Необхідність. Припустимо, що задана система сил перебуває у 

рівновазі. Покажемо, що тоді виконується умова (5.3). Дійсно, якщо, 

наприклад, 0R


, але 0OM


, то задана система сил звелась би до 

рівнодійної RR


 , прикладеної в центрі зведення О, і рівноваги б не 
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було. Якщо 0R


, але 0OM


, то задана система сил звелась би до 

однієї пари і рівноваги також не було б. Коли 0R


 і 0OM


, то 

рівноваги також не було б, оскільки сила та пара  сил взаємно не 
зрівноважені. 

Достатність. Нехай для довільної просторової системи сил 
виконуються умови (5.3). Очевидно, що така система сил еквівалентна 
нулю, тобто перебуває у рівновазі. Теорему доведено. 

Умови (5.3) називають умовами рівноваги довільної просторової 
системи сил у векторної формі. 

5.4. Аналітичне визначення головного вектора та головного 
моменту довільної просторової системи сил 

Для обчислення головного вектора і 
головного моменту довільної просторової 
системи сил використаємо метод проекції. 
Для цього виберемо декартову систему 
координат (рис. 5.3). 

Проектуючи рівність (5.1) на осі 
вибраної системи координат, знайдемо 

проекції zyx RRR ,,  головного вектора 

на осі: 





n

i
ixx FR

1

;  



n

i
iyy FR

1

;  



n

i
izz FR

1

.   (5.4) 

Формули (5.4) показують, що проекції головного вектора системи 
сил на осі системи координат дорівнюють алгебраїчним сумам 
проекцій усіх сил на ці осі.  

Модуль і напрям головного вектора 












 


.),(cos;),(cos;),(cos

;)()()( 2

1

2

1

2

1

222

R

R
zR

R

R
yR

R

R
xR

FFFRRRR

zyx

n

i
iz

n

i
iy

n

i
ixzyx


 (5.5) 

Рис. 5.3 
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Проектуючи рівність (5.2) на осі координат, отримаємо 

 
 


n

i

n

i
ixiOxOxOx FmFmпрMMпр

1 1

)()(


; 

 
 


n

i

n

i
iyiOyOyOy FmFmпрMMпр

1 1

)()(


; 

 
 


n

i

n

i
iziOzOzOz FmFmпрMMпр

1 1

)()(


, 

або 
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ixOx FmM

1

)(


; 



n

i
iyOy FmM

1

)(


; 



n

i
izOz FmM

1

)(


. (5.6) 

Отже, проекція головного моменту відносно центра на будь-яку 
вісь, що проходить через цей центр, дорівнює алгебраїчній сумі 
моментів усіх сил відносно осі. 

Модуль і напрям головного моменту  
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 (5.7) 

 
5.5. Аналітичні умови рівноваги довільної просторової системи сил 

 
Із векторних умов рівноваги (5.3) довільної просторової системи 

сил випливає, що модулі головного вектора і головного моменту 
повинні дорівнювати нулю, а відповідно до (5.5) і (5.7) це відповідає 
шести алгебраїчним рівнянням, які виражають умови рівноваги цієї 
системи сил в аналітичній формі: 
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;         (5.8) 

0
0




n

i
izF ;    




n

i
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1

0)(


. 

Отже, для рівноваги довільної просторової системи сил необхідно 
і достатньо, щоб алгебраїчна сума проекцій усіх сил системи на три 
координатні осі та алгебраїчна сума їх моментів відносно цих осей 
дорівнювали нулю. 

 
Задача 5.1 . За допомогою коловорота (рис. 5.4) рівномірно 

піднімають вантаж, вага якого G=900 Н. Нехтуючи вагою коловорота, 
визначити тиск на підшипники А і В та силу F , яку потрібно 
прикласти перпендикулярно до рукоятки СD довжиною м54,0 при її 

вертикальному положенні. Радіус барабана мR 12,0 .  

Рис. 5.4 
Розв'язок 
Розглядаючи коловорот як вільне тіло, прикладемо до нього 

активні сили F


, G


 і реакції AX


, AZ


, BX


, BZ


, які виникають у 
підшипниках А і В. На коловорот діє довільна просторова система сил, 
яка повинна задовольняти умову рівноваги (5.8). Вибираємо осі 
координат, як показано на рис. 5.9, і складаємо рівняння рівноваги: 
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  0ixF ; 0 FXX BA ,  

  0iyF  – це рівняння задовольняється тотожно, 

  0izF ;  0 GZZ BA ,  

  ;0)( ix Fm


  00.14.0  BZG , 

  ;0)( iy Fm


  054.0  FRG ,  

  ;0)( iz Fm


  01.10.1  FX B . 

Розв'язуючи отриману систему рівнянь, знаходимо невідому силу 
F і реакції в опорах А і В: НF 200 ; НX A 20 ; НZ A 540 ; 

НX B 220 ; НZB 360 . 

5.6. Аналітичні умови рівноваги просторової системи паралельних сил 

Якщо лінії дій усіх сил системи розміщені в різних площинах і 
паралельні між собою, то таку систему сил називають просторовою 
системою паралельних сил. 

Із умов рівноваги (5.8) для довільної просторової системи сил 
отримаємо умови рівноваги просторової системи паралельних сил. 

Нехай на тверде тіло діє просторова система паралельних сил 
(рис. 5.5). Оскільки вибір координатних осей довільний, то можна 

вибрати координатні осі так, щоб вісь Oz 
була паралельна до сил. 

При такому виборі координатних осей 
проекції кожної  сили на осі x i y та їх 
моменти відносно осі z будуть 
дорівнювати нулю, тобто рівності 

 0ixF ;   0iyF ;  0)( iz Fm


 

перетворюються в тотожності. 
Тому для системи паралельних сил з 

(5.8) отримаємо тільки три рівняння 
рівноваги: 

Рис. 5.5 
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.   (5.9) 
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Для рівноваги просторової системи паралельних сил необхідно і 
достатньо, щоб алгебраїчна сума проекцій усіх сил на вісь, паралельну 
цим силам, і алгебраїчні суми їх моментів відносно двох інших осей 
координат дорівнювали нулю. 

 
5.7. Інваріанти зведення довільної просторової системи сил 

 
Повернемося до аналізу основної теореми статики про зведення 

довільної просторової системи сил до заданого центра. З’ясуємо , як 
змінюється головний момент від зміни центра зведення та встановимо 
інваріанти зведення. 

Залежність головного моменту від вибору центра зведення 
Припустимо, що в результаті 

зведення довільної просторової 

системи сил ( nFFF


,...,, 21 ) до 

центра О отримано головний вектор 

R


 і головний момент OM


, а в 

результаті зведення до центра 1O , 

відповідно, 1R


 і 1OM


 (рис. 5.6). 

Головний вектор для будь-якого 
центра зведення дорівнює геометричній сумі заданих сил, отже, 

1RR


 . Головний момент, як видно з формули (5.2), залежить від 

вибору центра зведення. 
Знайдемо вирази головних моментів відносно двох центрів і 

порівняємо. Радіуси-вектори точок iA  прикладання заданих сил 

системи відносно цих центрів позначимо відповідно через ir


 і 1ir


. 

Тоді 
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Рис. 5.6
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Отже 

)(11 RMMRrMM OOOO


 .     (5.10) 

Таким чином, головний момент системи сил відносно нового 

центра зведення 1O  дорівнює геометричній сумі головного моменту 

відносно попереднього центра зведення O  і моменту головного 
вектора, прикладеного у попередньому центрі зведення, відносно 
нового. 

Інваріанти системи сил 
Інваріантом зведення системи сил називають величину, яка не 

змінюється при переході від одного центра зведення до іншого. 
Перший інваріант. Головний вектор системи сил не залежить від 

центра зведення і є першим інваріантом (векторним): 

R


invar1.         (5.11) 
Другий інваріант. Скалярний добуток головного вектора та 

головного моменту системи сил для довільного центра зведення – 
величина стала і є другим інваріантом (скалярним). 

Для доведення помножимо скалярно обидві частини рівності 
(5.10) на головний вектор . Тоді 

1111 )( RRrRMRM OO


 . 

Оскільки RR


1  (перший інваріант), то вектори Rr


  і 1R


 

взаємно перпендикулярні, а тому змішаний добуток ( Rr


 ) 1R


  

завжди дорівнює нулю й отримана рівність набуде вигляду 

constRMRM OO 


11 . 

Тобто      RM O


invar2.           (5.12) 

Другий інваріант можна представити і в іншій формі: проекція 
головного моменту на напрям головного вектора для довільного 
центра зведення є величина незмінна. Дійсно,  

constMпрRRMRMRM OROOO 


),(cos  

Згідно з (5.11) constRR 


, а тому 

 constRMMMпр OOOR ),(cos


invar.   (5.13) 
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5.8. Часткові випадки зведення довільної просторової системи сил 
 

Залежно від значень головного вектора та головного моменту 
просторової системи сил можливі такі випадки зведення. 

Випадок 1. Головний вектор не дорівнює нулю, а головний 

момент дорівнює нулю ( 0R


, 0OM


). Систему сил зводять до 

рівнодійної, лінія дії якої проходить через центр зведення. Слід 
зазначити, що рівнодійна дорівнює і паралельна головному вектору 
сил. Відмінність між рівнодійною системи сил та головним вектором 
системи сил полягає в тому, що рівнодійна має певне положення лінії 
дії, положення ж лінії дії головного вектора визначається вибором 
центра зведення. 

Випадок 2. Головний вектор дорівнює нулю, а головний момент 

не дорівнює нулю ( 0R


, 0OM


). Систему сил зводять до пари 

сил, момент якої дорівнює OM


 і може бути обчислений за (5.7). 

Випадок 3. Головний вектор і головний момент не дорівнюють нулю 

( 0,0  OMR


) і RM O


 . Систему сил також зводять до 

рівнодійної R


, яка не проходить через центр зведення О, а зміщена в 
точку С, що лежить на прямій, перпендикулярній до площині, в якій 

розташовані вектори R


 і OM


. Величина відрізка OC : 
R

M
OC O . 

Дійсно, якщо RM O


 , то момент пари, яка зображена вектором OM


, і 

сила R


 лежать в одній площині (рис. 5.7). 

Тоді, вибравши сили пари R


, R 


 
рівними за модулем R  і розмістивши їх 
так, як показано на рис. 5.7, одержимо дві 

взаємно зрівноважені сили R


 i R 


. 
Отже систему сил замінимо однією 

рівнодійною RR


 , лінія дії якої 
проходить через точку С. 

Рис. 5.7 
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Випадок 4. Головний вектор і головний момент не дорівнюють 

нулю ( 0,0  OMR


) і при цьому вектор RM


||  (рис. 5.8, а). 

Систему сил зводять до сили R


 і 

пари ( FF 


, ) з моментом OM


, 

яка лежить у площині, 

перпендикулярній силі R


 (рис. 5.8, 
б). Таку сукупність сили та пари 
називають динамічним гвинтом, а 
пряму, вздовж якої напрямлений 

вектор R


 – віссю гвинта. 
Спрощення цієї системи надалі є 
неможливим. 

Рис. 5.8 

Випадок 5. Головний вектор і головний момент не дорівнюють 

нулю ( 0,0  OMR


) і при цьому вектори R


 і OM


 не 

перпендикулярні між собою та не паралельні (рис. 5.9, а). Систему сил 
також зводять до динамічного гвинта, але вісь не буде проходити 
через центр зведення О.  

Рис. 5.9 

Щоб довести це, розкладемо вектор OM


 на складові: M 


 вздовж 

R


 і M 


 перпендикулярно до R


. При цьому cosOMM  , 

sinOMM  , де   – кут між векторами OM


 і R


 . Пару, 

зображену вектором M 


, і силу R


 можна, як у випадку 3 (рис. 5.7), 
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замінити однією силою RR


 , що прикладена у точці С (рис. 5.9, б). 

Таку систему сил замінюють силою R


 і парою з моментом M 


 

( RM


|| ) (рис.5.9, в). Причому вектор M 


, як вільний, можна також 
прикласти у точці С. У результаті дійсно одержимо динамічний гвинт, 
але його вісь (головна вісь) проходить через точку С (рис. 5.9, г). 

 
Контрольні запитання 

 
1. Сформулюйте лему Пуансо. 
2. Сформулюйте основну теорему статики. 
3. Запишіть векторні умови рівноваги довільної системи сил. 
4. Як визначають модуль і напрям головного вектора. 
5. Як визначають модуль і напрям головного моменту. 
6. Запишіть аналітичні умови рівноваги довільної просторової 

системи сил. 
7. Чим відрізняються рівнодійна системи сил і головний вектор 

системи сил? 
8. Запишіть аналітичні умови рівноваги просторової системи 

паралельних сил. 
9. Інваріанти зведення довільної просторової системи сил. 
10. Сформулюйте часткові випадки зведення довільної просто-

рової системи сил. 
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Глава 6. Система сил, довільно розміщених по площині  
(довільна плоска система сил) 

 
Систему сил, лінії дії яких довільно розміщені в одній площині, 

називають довільною плоскою системою сил. 
Така система сил є частковим випадком довільної просторової 

системи сил. Оскільки досить багато практичних задач зводиться до 
цього випадку, зупинимося далі на аналізі довільної плоскої системи сил. 

6.1. Визначення головного вектора та головного моменту 
довільної плоскої системи сил 

Розглянемо довільну плоску систему сил ( nFFF


,...,, 21 ), 

розміщених у площині П (рис. 6.1). Виберемо за центр зведення 
довільну точку О цієї площини. Згідно з основною теоремою статики 

(див. 5.2), задана система сил зведеться 

до однієї сили R


, яка є головним 
вектором і її визначають за залежністю 

(5.1), і до пари сил, момент OM


 якої 

дорівнює головному моменту і його 
визначають за (5.2). 

Рис. 6.1 

Оскільки всі сили заданої системи розміщені в одній площині П, то 

сила R


 теж лежить у цій площині. Крім того, зводячи сили до центра 
О, дістанемо пари, які також розміщені в площині П. Тоді й 

результуюча пара лежить у тій самій площині, а її вектор-момент OM


 

перпендикулярний до неї. Отже для довільної плоскої системи сил 
головний вектор і головний момент взаємно перпендикулярні (рис. 6.1). 

Головний вектор R


 довільної плоскої системи сил дорівнює 
геометричній сумі всіх сил системи та лежить у площині дії сил, а 
головний момент її відносно деякого центра дорівнює алгебраїчній 
сумі моментів усіх сил системи відносно цього ж центра: 
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.     (6.1) 
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Для обчислення головного вектора довільної плоскої системи сил 
використаємо метод проекцій (див. 5.4). 

У цьому разі проекції головного вектора на осі координат, його 
модуль і напрям визначають за формулами: 





n

i
ixx FR

1

; 



n

i
iyy FR
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;  22
yx RRR  ;   (6.2) 

R

R
xR x ),(cos


;  

R

R
yR y ),(cos


.     (6.3) 

6.2. Зведення довільної плоскої системи сил 

Зупинимося на можливих випадках зведення довільної плоскої 
системи сил до заданого центра. 

Зведення до рівнодійної 
Доведемо, що коли головний вектор довільної плоскої системи 

сил не дорівнює нулю, то задана система сил еквівалентна одній силі, 
тобто має рівнодійну. При цьому можливі два випадки: а) коли 

головний момент дорівнює нулю 0OM ; б) коли головний момент 

не дорівнює нулю 0OM . 

а) Нехай головний момент дорівнює нулю, а головний вектор 

системи сил не дорівнює нулю, тобто 0OM , 0R


. У цьому 

випадку систему сил зводять до рівнодійної, яка проходить через 
центр зведення. 

б) Нехай для вибраного центра зведення головний момент 
системи сил і головний вектор не дорівнюють нулю, тобто 0OM , 

0R


 (рис. 6.2, а).  

 
Рис. 6.2 
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Покажемо, що в цьому випадку система сил має рівнодійну. 
Для цього пару сил з моментом OM  покажемо у вигляді пари 

( RR 


, ), складові сили якої дорівнюють за модулем головному 

вектору R


, тобто RRR   (рис. 6.2, б). При цьому силу R 


 

прикладемо в центрі зведення О і направимо протилежно силі R


. 

Сила R


 буде прикладена в точці О1, яка розміщена на відстані 

R

M
h O  від лінії дії сили R


 і відкладена в бік так, щоб момент пари 

( RR 


, ) збігався з моментом OM . Тоді система сил ( RR 


, ) є 

еквівалентна нулю і може бути вилучена. Таким чином, задана 

система сил еквівалентна одній силі R


 прикладеній у точці О1. Ця 

сила і є рівнодійною, яку позначимо буквою R


 (рис. 6.2, в). 

Зведення до пари сил 

Доведемо, що коли головний вектор 0R


, а головний момент 

0OM , довільну плоску систему сил зводять до пари сил. 

Дійсно, це випливає з попереднього. Коли головний вектор 

системи 0R


, система не має рівнодійної, і її зводять до пари сил, 
момент якої дорівнює головному моменту системи. Оскільки система 
сил у даному випадку еквівалентна парі сил, а сума моментів 
складових сил пари відносно центра не залежить від вибору цього 
центра, то, очевидно, і головний момент не залежить від центра 
зведення. 

Випадок рівноваги 
Якщо головний вектор і головний момент дорівнюють нулю 

( 0R


, 0OM ), то система сил еквівалентна нулю, тобто сили, які 

складають систему, взаємно зрівноважені. 

6.3. Аналітичні умови рівноваги довільної плоскої системи сил 

Основні умови рівноваги 
Як було показано, необхідними й достатніми умовами рівноваги 

системи сил є рівність нулю головного вектора та головного моменту. 
Для плоскої системи сил ці умови мають вигляд: 
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На основі формул (6.2) і (6.3) отримаємо аналітичні умови 
рівноваги довільної плоскої системи сил: 
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Для рівноваги довільної плоскої системи сил необхідно і 
достатньо, щоб алгебраїчна сума проекцій усіх сил на дві координатні 
осі, що лежать у площині дії сил, і алгебраїчна сума моментів усіх сил 
відносно довільної точки цієї площини, дорівнювали нулю. 

Рівності (6.5) називають основними умовами рівноваги довільної 
плоскої системи сил. 

Еквівалентні форми умов рівноваги 
Можливі дві інші еквівалентні форми умов рівноваги довільної 

плоскої системи сил. 
Друга форма умов рівноваги: для рівноваги довільної плоскої 

системи сил необхідно й достатньо, щоб алгебраїчні суми моментів 
усіх сил відносно довільних трьох точок, які не лежать на одній 
прямій в площині дії сил, дорівнювали нулю, тобто 
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Точки А, В, С не лежать на одній прямій. 
Необхідність цих умов очевидна, оскільки у випадку рівноваги 

сума моментів сил системи відносно довільного центра дорівнює 
нулю. 

Доведемо достатність умов (6.6) від супротивного. Нехай при 
одночасному виконанні умов (6.6) дана система сил не перебуває у 
рівновазі. Тоді вона повинна зводитися до рівнодійної або до пари сил. 
Припустимо, що система сил зводиться до рівнодійної. Тоді, згідно з 
(6.6) і теоремою Варіньона, ця рівнодійна повинна пройти через точки 
А, В і С. Але це неможливо, бо вказані точки не лежать на одній 
прямій. Зведення до пари сил також неможливо, бо момент 
рівнодійної пари, який дорівнює алгебраїчній сумі моментів сил 
системи відносно довільного центра, не залежить від вибору центра 
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Рис. 6.4 

зведення і якщо виконується хоча б одна з умов (6.6), перетворюється 
в нуль. Отже, у разі виконання умов (6.6) задана система сил 
перебуває у рівновазі, що суперечить зробленому припущенню. 

Другу форму умов називають ще теоремою про три моменти. 
Третя форма умов рівноваги: для рівноваги плоскої довільної 

системи сил необхідно й достатньо, щоб алгебраїчна сума моментів 
усіх сил системи відносно двох довільних точок площини дії сил та 
алгебраїчна сума проекцій усіх сил системи на вісь, яка не 
перпендикулярна до прямої, що проходить через вибрані точки, 
дорівнювали нулю, а саме 
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, де x  не AB . (6.7) 

Необхідність і достатність умов (6.7) для рівноваги системи сил 
випливає з умов (6.4). 

Приклад на застосування рівнянь рівноваги 

Задача 6.1. Ломаний стержень ACВ  довжиною мa 105   
закріплено так, як показано на рис. 6.3. 
На стержень діють: пара сил з 
моментом кНмM 15  і зосереджені 
сили кНF 10  та кНQ 10 , які 
перпендикулярні до відповідних 
ділянок стержня. Нехтуючи вагою 
стержня ACВ  і враховуючи значення 

кута 30 , визначити реакції в’язей. 

Розв’язок 

Ломаний стержень ACВ  
перебуває у рівновазі під дією 
пари сил з моментом кНмM 15 , 
зосереджених сил кНF 10  та 

кНQ 10 , прикладених в точках 

К та N, реакції BR  площини, яка 
направлена вертикально, та 

складових AA YX ,  реакції нерухомого шарніра А (рис. 6.4).  

Рис. 6.3 
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Вибираємо систему координат Oxy .  

Складаємо рівняння рівноваги, прийнявши за центр моментів 
точку А,  
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030sin30sin)30cos3(30cos   aFaaF . 

З останнього рівняння визначаємо реaкцію BR : 
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кH36,12BR .

 

З першого рівняння знаходимо AX : 

кНFX A 55,01030sin   . 
З другого рівняння знаходимо 

:AY кНRFQY BA 3,636,12866,0101030cos   . 

Перевірка 

,sinasinF
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sinaX)cosaa(Y)F(m BAiВ
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Або 064.8464.84  . 

Реакції визначені вірно. 



 72

6.4. Рівновага плоскої системи паралельних сил 
 

Як окремий випадок, отримаємо 
аналітичні умови рівноваги плоскої системи 
паралельних сил. Оскільки вибір осей 
координат довільний, направимо вісь Оу 
паралельно до ліній дії сил системи (рис. 6.5). 

 
 

Рис. 6.5 

Тоді        0
1
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і з умови рівноваги (6.5) отримаємо: 
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де сили iF


 паралельні до осі Oy  ( OyFi ||


). 

Отже, для рівноваги плоскої системи паралельних сил необхідно й 
достатньо, щоб алгебраїчна сума проекцій сил системи на вісь, 
паралельну до ліній їх дій, а також алгебраїчна сума моментів усіх сил 
системи відносно довільної точки площини їх дії дорівнювали нулю. 

Аналогічно до (6.5) умови (6.8) називають основними умовами 
рівноваги плоскої системи паралельних сил. 

Відповідно до умов (6.6) можна записати другу форму умов 
рівноваги плоскої системи паралельних сил: 
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де точки А і В не повинні лежати на прямій, паралельній до осі Оу.  
 

6.5. Розподілені навантаження 
 

У інженерних розрахунках часто є навантаження, розподілені по 
об'єму тіла, поверхні або вздовж деякої лінії. Такі навантаження 
називають розподіленими. Систему розподілених сил характеризують 
своєю інтенсивністю q, тобто величиною сили, що приходиться на 
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одиницю об'єму, площі чи довжини навантаженого тіла. Інтенсивність 

розподілених об'ємних сил вимірюють в 





3м

Н
, поверхневих сил - в 







2м

Н
, розподілених вздовж лінії – в 




м

Н
. 

Розглянемо деякі прості приклади розподілених сил, що лежать в 
одній площині. 

1. Сили, рівномірно розподілені вздовж відрізка прямої (рис. 6.6, 
а). Для такої системи сил інтенсивність q є величина постійна. Для 
статичних розрахунків цю систему можна замінити рівнодійною 

силою Q


, модуль якої  

aqQ  .        (6.10) 

Сила Q


 прикладена посередині відрізка АВ.  

Рис. 6.6 

2. Сили, розподілені вздовж відрізка прямої за лінійним законом 
(рис. 6.6, б). Прикладом такого навантаження можуть бути сили тиску 
води на греблю, що мають максимальну величину на дні і 
зменшуються до нуля на поверхні води. 

Для таких сил інтенсивність q є змінною величиною, що зростає 

від нуля до максимальної величини maxq . Рівнодійну Q


 таких сил 

визначають так само, як рівнодійну сил ваги, що діють на однорідну 
трикутну пластину АВС. 

Вага однорідної пластини пропорційна до її площі, отже модуль 

сили Q


 буде дорівнювати 
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aqQ
2

1
  .        (6.11) 

Прикладена сила Q


 на відстані 
3

a
 від сторони ВС трикутника 

АВС. 
3. Сили, розподілені вздовж відрізка прямої за довільним законом 

(рис. 6.6, в). За аналогією з силами ваги модуль рівнодійної Q


 таких 

сил дорівнюватиме площі фігури АВDЕ, 
виміряній у відповідному масштабі, а лінія дії 
рівнодійної буде проходити через центр ваги 
цієї площі. 

4. Сили, рівномірно розподілені по дузі 
кола з радіусом R  (рис. 6.7). Прикладом таких 
сил можуть бути сили гідростатичного тиску на 
бічні стінки циліндричної посудини.  

Рис. 6.7 

Рівнодійну таких сил знайдемо через її проекції на осі системи 
координат. Запишемо для елемента дуги кола завдовжки 

Rd проекції рівнодійної  так  

 dqRdQdqRdQ yx sin;cos  . 

Тоді проекції рівнодійної сил, що рівномірно розподілені по дузі 
AB  кола,   
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Модуль сили Q


 буде дорівнювати 

22
yx QQQ  .       (6.12) 
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Направлена сила Q


 вздовж прямої, що нахилена до осі x  під 
кутом  

2
21  

 . 

Например, якщо 
2

;
2 21

  , то 0;2  yx QqRQ . 

Якщо 
4

;
4 21

  , то 0;2  yx QqRQ . 

Довжина хорди, що стягує дугу АВ, дорівнює Rh 2 .  Тоді  
qhQQ x  . 

6.6. Рівновага системи тіл 
 

Розглянемо задачу на рівновагу не одного тіла, а системи тіл, які 
вільно обпираються одне на одне чи з'єднані між собою в'язями і 
перебувають під дією довільної плоскої системи сил або плоскої 
системи паралельних сил. 

Розв’язуючи таку задачу необхідно враховувати, що у разі 
рівноваги системи тіл кожне тіло системи також перебуває у рівновазі 
й усі сили, прикладені до нього, зрівноважені. Тоді для плоскої 
системи сил можна скласти по три рівняння рівноваги для кожного з 
тіл окремо. 

Отже для системи, яку складають n тіл, можна скласти всього 3n 
рівнянь рівноваги. Розв'язуючи задачі на рівновагу системи тіл, 
застосовують метод розчленування системи, який полягає в тому, що 
розглядають рівновагу кожного тіла системи окремо. 

Проілюструємо цей метод прикладом. 
 

Задача 6.2. Визначити реакції в точках A, B, C тришарнірної арки, 
на яку діє сила F=10 кН. Розміри арки показані на рис. 6.8. 

Розв'язок 

Спочатку розглядаємо рівновагу всієї конструкції. Звільняємо її 

від в'язей та заміняємо їх дію силами реакцій BBAA YXYX


,,,  (рис. 

6.8, а). Вибираємо осі координат так, як показано на рис. 6.8, а. Для 
плоскої системи сил складаємо три рівняння рівноваги: 
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n

i
ixx FR

1

;  045cos 0  FXX BA ; 

0
1




n

i
iyF ;   045sin 0  FYY BA ;     (6.13) 

0)(
1




n

i
iA Fm


;  045cos510 0  FYB . 

Рис. 6.8 

У рівняннях (6.13) чотири невідомих. Оскільки рівнянь рівноваги 
три, то задача статично неозначена. Тому додатково розглянемо 

рівновагу лівої частини арки (рис. 6.8, б), на яку діє задана сила F


 і 
складаємо ще три рівняння рівноваги: 





n

i
ixx FR

1

; 045cos 0  FXX CA ; 

0)(
1




n

i
iA Fm


; 045cos555 0  FXY CC ; 

0)(
1




n

i
iC Fm


; 0545sin55 0  AA XFY . 

Одержали шість рівнянь, з яких визначаємо всі шість невідомих 
реакцій: 

XA=-3.54 кН; YA=3.54 кН; XB=-3.34 кН; YB=3.54 кН; XC=-3.54 кН; 
YC=3.54 кН. 
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Контрольні запитання 
 

1. Записати формули для головного вектора та головного моменту 
довільної плоскої системи сил. 

2. Як обчислити модуль головного вектора довільної плоскої 
системи сил? 

3. Записати основні умови рівноваги довільної плоскої системи 
сил. 

4. Записати еквівалентні форми умов рівноваги довільної плоскої 
системи сил. 

5. Записати умови рівноваги для плоскої системи паралельних 
сил. 

6. Як визначають рівнодійну розподілених за лінійним законом 
сил? 

7. Скільки рівнянь рівноваги можна скласти для системи з n тіл? 
8. Який метод застосовують для розв'язку задач на рівновагу 

системи тіл? 
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Глава  7.  Тертя 
 

Тертя явно чи приховано завжди присутнє у практичній 
діяльності людини й відіграє при цьому як корисну, так і шкідливу 
роль. Основна властивість тертя – чинити опір будь-якому 
переміщенню тіла і це, як не парадоксально, з одного боку, допомагає 
тілу рухатися з певною швидкістю, а з другого – витрачати певну 
кількість енергії. 

Залежно від виду руху тіла по поверхні розрізняють тертя 
ковзання, кочення та вертіння. 

 
7.1. Тертя ковзання. Закони Кулона 

 

Розглянемо тіло вагою G


, що лежить на шорсткій горизонтальній 
поверхні (рис. 7.1). Якщо до цього тіла прикласти горизонтальну силу 

Q


, то на тіло крім двох зрівноважених сил N


, G


 і сили Q


, буде 

діяти сила, що виникає між стичними поверхнями і яка буде 

напрямлена протилежно до сили Q


. Позначимо цю силу трF


. Ця сила 

буде чинити опір руху тіла по шорсткій 

поверхні і в межах модуля сили Q


 буде її 

зрівноважувати. Силу трF


 називають силою 

тертя ковзання. 
Рис. 7.1 

Тертя ковзання має механіко-молекулярну природу. Воно 
зумовлено як опором, що виникає при механічній деформації 
мікровиступів шорстких поверхонь, так і подоланням 
міжмолекулярних зв'язків при достатньому зближенні поверхонь, що 
стикаються між собою. 

Отже сила тертя ковзання – це сила опору, яка виникає при 
переміщенні або намаганні переміщення одного тіла по поверхні 
іншого. 

Про перше дослідження явища тертя згадується в роботах 
Леонардо да Вінчі (1452-1519). Однак уперше властивості сил тертя 
сформулювали Г.Амонтон (1663-1705) та Ш.Кулон (1736-1806). 



 79

Розглянемо основні закони Кулона для сухого тертя ковзання. 
1. Вектор сили тертя ковзання розміщений у спільній дотичній 

площині поверхонь, що контактують між собою, і напрямлений у бік, 
протилежний до напряму руху тіла, залежить від активних сил. 
Модуль сили тертя перебуває в межах між нулем і максимальним 
значенням, яке досягається в момент порушення стану рівноваги, 
тобто 

maxтртр0 FF  .        (7.1) 

2. Максимальна сила тертя ковзання не залежить від площі 
поверхонь контакту тіл. 

3. Максимальна сила тертя ковзання пропорційна нормальному 
тиску (нормальній реакції): 

fNFтр max. ,         (7.2) 

де f – безрозмірний коефіцієнт пропорційності, який називають 
коефіцієнтом тертя ковзання (статичним коефіцієнтом тертя). 

4. Коефіцієнт тертя ковзання f залежить від матеріалу та 
фізичного стану поверхонь контактуючих тіл (ступеня обробки 
поверхонь, температури, вологості тощо). Значення коефіцієнта тертя 
ковзання встановлюють експериментально й наводять у довідковій 
літературі. Значення f для деяких матеріалів подано в табл. 7.1. 

Таблиця 7.1  

Матеріали тіл, між якими 
виникає тертя 

Значення коефіцієнта тертя 
ковзання f 

Сталь по сталі 0,15 

Сталь по льоду 0,027 

Дуб по дубу (поперек волокон) 0,54 

Дуб по дубу (вздовж волокон) 0,62 

Цегла по бетону 0,76 
Метал по дереву 0,5-0,6 

Експериментально коефіцієнти тертя ковзання можна дослідити 
на простому приладі, схему якого наведемо на рис. 7.2. Горизонтальну 
плиту АВ та прямокутний брус D виготовляють з матеріалів, для яких 

визначають коефіцієнти тертя. На брус D будуть діяти сила ваги G


, 
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нормальна реакція N


, рушійна сила Q


, яка в стані спокою 

зрівноважена силою тертя трF


 (сила Q


 чисельно дорівнює силі ваги 

чашки Е  з тягарцями). Поступово змінюючи вагу чашки Е, знаходимо 

те значення 
*Q


, при якому брус D починає рухатись. Очевидно 

гранична сила тертя трF


=
*Q


. А оскільки 

в цьому випадку GN  , то 

P

Q

N

F
f

*
тр

0  . 

Рис. 7.2 
Зробивши ряд дослідів, можна переконатися, що у разі зміни в 

певних межах ваги бруса G


 величина 
*Q


 зростає пропорційно G


, а 

значення fо залишається сталим. 
Закон Кулона про граничне значення сили тертя справедливий і 

для руху одного тіла по поверхні другого з деякою відносною 
швидкістю. При ковзанні по шорсткій поверхні до тіла, крім інших 
сил, прикладена сила тертя, напрямлена в бік, протилежний напряму 
швидкості тіла. Цю силу деколи називають динамічною силою тертя 
ковзання. Модуль цієї сили 

NF тр ,         (7.3) 

де   – коефіцієнт тертя під час руху (динамічний коефіцієнт 
тертя). 

Досліди показали, що для більшості матеріалів f  та   

зменшується зі збільшенням відносної швидкості ковзання. Однак для 
наближених технічних розрахунків вважають, що коефіцієнт тертя 
ковзання не залежить від відносної швидкості й перебуває у межах, 
наведених у довідковій літературі.  

 
7.2. Кут і конус тертя 

 

Нехай тверде тіло, на яке діють активні сили G


 та Q


, розміщене на 

шорсткій поверхні (рис. 7.3). Повну реакцію шорсткої поверхні R


 



 81

визначають за довжиною і напрямом 
діагоналі паралелограма, побудованого на 

нормальній реакції N


 і силі тертя трF


, 

трFNR


 .    (7.4) 

Повна реакція R


 відхилена від 
нормалі до опорної поверхні на кут  . 

Як відомо, зі збільшенням Q


 зростає і 

сила тертя трF


 і при цьому повна реакція 

відхиляється від нормалі на все більший кут. Це відхилення буде 

максимальним при max.тртр FF


 . 

Найбільше значення кута   відхилення повної реакції R


 від 

нормалі називають кутом тертя  . 
З рис. 7.3 та залежності (7.2) випливає, що 

f
N

fN

N

F
 maxтрtg .      (7.5) 

Залежно від дії активних сил напрям максимальної повної реакції 
буде змінюватись. Геометричним місцем усіх можливих положень 

максимальної реакції maxR


 буде конічна поверхня – конус тертя (рис. 

7.4). Якщо коефіцієнт тертя f  у всіх напрямках однаковий, то згідно з 
залежністю (7.5) конус тертя буде круговим. Простір усередині конуса 
тертя має таку властивість, що якою б великою за модулем не була 

активна сила Q


, лінія дії якої розміщена всередині конуса тертя (рис. 

7.4), вона не виведе тіло зі стану 
спокою. Це явище називають 
заклинюванням. 

Для підтвердження цієї 
властивості конуса тертя запишемо 
рівняння рівноваги для тіла, 
зображеного на рис. 7.5, 

Рис. 7.3 

Рис. 7.4 
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  0ixF ;  0sinтр  QF ;   0iyF ;     0cos  QN ; 

fNF тр . 

З рівнянь знайдемо  

sinтр QF  ,    cosQN  . 

Підставляючи ці величини в нерів-
ність, отримаємо  

ftg  

або, враховуючи (7.5), 
 tgtg  . 

Отже при рівновазі тіла  
  . 

Це означає, що для порушення стану рівноваги тіла необхідно, 

щоб лінія дії активної сили Q


 повинна проходити за межами конуса 

тертя. 
Тертя ковзання в клинуватих напрямних 

У багатьох машинобудівельних конструкціях використовують 
клинуваті чи циліндричні напрямні для поступального переміщення тіл. 

Розглянемо тертя ковзання в клинуватій напрямній. Нехай сила 

Q


 притискає тіло 1 (рис. 7.6, а) до напрямної 2, лінія дії якої 

перпендикулярна до осі напрямної. Сила F


 діє горизонтально і 
пересуває тіло зі сталою швидкістю v . Між тілом 1 і напрямною 2 у 
площинах кон-
такту виника-
ють сили нор-
мального тиску 

1N


, 2N


 і сили 

тертя тр1F


 і 

тр2F


 (рис. 7.6, б). 

Сумарна сила 
тертя  

)( 21тр2тр1тр NNfFFF  . 

Рис. 7.5 

Рис. 7.6 
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Якщо тіло і напрямна симетричні відносно вертикальної осі, то 
модулі сил нормального тиску однакові, тобто 21 NN  . Тоді 

1тр 2 fNF  .        (7.6) 

У площині Oyz  у стані рівноваги тіла 2 

021  QNN


. 

З побудованого за цією рівністю силового трикутника (рис. 7.6, в) 
знаходимо 

sin21

Q
N  .                                         (7.7) 

Після підстановки (7.7) в (7.6), отримаємо 

QfQ
fQ

fF 
 sinsin2

2т , 

де 
sin

f
f   - зведений коефіцієнт тертя для клинуватої 

напрямної. 
Повна реакція, яка діє на тіло з боку напрямної, відхилена від 

вертикалі на кут f  arctg . 

Тертя ковзання в циліндричних напрямних 

Циліндрична напрямна зображена на рис. 7.7. Нехай на 

циліндричне тіло 1 у вертикальній площині діє сила Q


, яка 

перпендикулярна до осі напрямної 2. Сила F


 діє паралельно до 
напрямної і пересуває тіло з певною швидкістю v . Дуга, по якій 

відбувається контакт, змінюється від  0  до 1   і від  0  

до 2  . Очевидно, що найбільша величина розподіленого 

навантаження, яке діє на тіло, є в його найнижчій точці коли  0 , 

а найменша – коли 1   і 2  . Закон зміни розподіленого 

навантаження в межах дуги контакту, запишемо у вигляді: 
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cos0qq  , 

де 0q  - максимальна величина навантаження при  0 . 

Виділимо по дузі контакту елементарну дугу ds , що відповідає 
елементарному приросту кута d . Елементарна сила тертя, яка 
діятиме на смугу тіла довжиною l , дорівнює: 

 drlqfdslqfdF  cos0тр , а сила тертя, що діє 

на тіло в цілому: 

  
2

1

1200тр sinsincos




 lrfqdlrfqF . 

Рис. 7.7 

Спроектувавши всі сили, що діють на тіло, на напрям сили Q


, 

виразимо останню через параметри пари тертя: 

  
2

1

2

1

2
0 coscos









 drlqdslqQ  

 
2

1

2

1

2sin
2

1

2

1
2cos1

2

1
00









 



  rlqdrlq . 
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Зведений коефіцієнт тертя визначаємо як відношення сили тертя 
до сили нормального тиску: 

 
2

1

2sin
2
1

sinsin2
' 12













 




f

Q

F
f f

. 

Дуже часто зустрічаються циліндричні пари, в яких кути 

 901  і  902 . Для такого випадку зведений коефіцієнт 

тертя дорівнює: 

ff

4

' . 

7.3. Тертя кочення 
 

Тертям кочення називають опір, який виникає при коченні або 
намаганні кочення одного тіла по поверхні іншого. 

Розглянемо круглий коток вагою G


 і радіусом r


, який 
розміщений на горизонтальній поверхні (рис. 7.8). До центра котка 

прикладена горизонтальна сила Q


. Під 

вагою котка опорна поверхня деформується 

і точка прикладання реакцій N


 і трF


  

переміщується з точки А в точку В. При 

певному значенні модуля сили Q


 коток 

перебуватиме в рівновазі. Запишемо 
рівняння рівноваги сил, прикладених до 
котка, 

Рис. 7.8 

  0ixF ; 0тр  FQ ; 

  0iyF ; 0GN ;         (7.8) 

  0)( iA Fm


; 0)( QrNmA


. 
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З перших двох рівнянь отримаємо 

трFQ  , GN  . 

Це свідчить про те, що у разі рівноваги котка до нього прикладені 

дві пари сил ),( трFQ


 і ),( NG


. Перша пара прагне повернути тіло, 

тобто надати йому руху. Друга чинить опір повороту. Момент цієї 
пари будемо називати моментом опору кочення і позначимо його 

опM . Цей момент дорівнює моменту сили N


 відносно точки А: 

 NmM Aоп


  .        (7.9) 

У будь-який момент рівноваги котка обидві пари сил 
зрівноважені, що випливає з третього рівняння системи (7.8). 

У момент початку кочення момент опору опM  досягне свого 

максимального значення maxM , яке за дослідами пропорційне 

нормальному тиску: 

NM max .        (7.10) 

Коефіцієнт пропорційності   називають коефіцієнтом тертя 
кочення, або коефіцієнтом тертя другого роду. Цей коефіцієнт дорівнює 
відстані від вертикальної прямої, яка проходить через центр котка, до 

точки прикладання нормальної реакції N


 і має розмірність довжини. 
Значення деяких коефіцієнтів тертя кочення подано в табл. 7.2. 

Таблиця 7.2  

Матеріали тіл, між якими 
виникає тертя 

Значення коефіцієнта тертя 
кочення  , мм 

М’яка сталь по м’якій сталі 0,05 

Куля по загартованій сталі 0,01 

Дерево по дереву 0,5…0,6 

Дерево по сталі 0,3…0,4 
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У стані рівноваги котка момент опору опM  не перевищує свого 

максимального значення, тобто maxMM оп  . Ураховуючи третє 
рівняння системи (7.8), а також (7.9) і (7.10), отримаємо  

NQr  , 

звідси        N
r

Q
 .         (7.11) 

Нерівність (7.11) визначає умову, за якою не відбувається кочення 
котка. З другого боку, щоб коток не ковзав по поверхні, необхідно, 

щоб сила Q


 була менша від максимальної сили тертя maxтрF


, тобто 

fNQ  .                                            (7.12) 

Оскільки значення 
r


 значно менше від коефіцієнта тертя 

ковзання f (приблизно на порядок), то коли зростає сила Q


, завжди 

спочатку відбуватиметься кочення котка без проковзування. Тоді 
умова чистого кочення (без проковзування) має вигляд 

r
f


 .                                              (7.13) 

Примітка. Виходячи з фізики процесу кочення і використовуючи 
лему Пуансо про паралельне перенесення сили, розрахункову схему, 
що визначає момент опору кочення під час кочення тіла по поверхні, 
можна подати у вигляді, показаному на рис. 7.9, де опM визначають за 

формулою (7.10).  

Рис. 7.9 
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Переміщення тіл на котках 
Тертя кочення виникає у разі ручного переміщення вантажів за 

допомогою труб або коліщатковими транспортерами. Визначимо, яку 

найменшу силу F


 необхідно прикласти до вантажу, щоб перемістити 
його на котках (рис. 7.10). 

Рис. 7.10 

Нехай Q


 - сила, яка притискає вантаж до котків по нормалі. Як 

правило, це сила ваги вантажу. У центрах ваги котків прикладені сили 

ваги котків G


. Коефіцієнти тертя кочення: між вантажем і котками 

1 , між котками і площиною 2 . Під час переміщення вантажу 

вправо в напрямку сили F


 на котки будуть діяти моменти тертя в 
зонах контакту вантаж-коток і коток-площина. Тоді активний момент 

від сили F


 у разі рівномірного переміщення вантажу буде 
зрівноважений чотирма моментами опору кочення 

оп4оп3оп2оп1)( MMMMadF  ,             (7.14) 

де d  - діаметр котків, a  - плече прикладання сили F


, моменти опору 

кочення: 1
/

1оп1  NM , 1
/
2оп2  NM , 2

/
1оп3 )( GNM  ; 

2
/
2оп4 )( GNM  . 
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Рівняння рівноваги вантажу мають вигляд 

  0iyF ; 021  QNN ; 

  0)( iA Fm


;  02211  NaNaFa . 

З цих рівнянь визначаємо сили 1N


 та 2N


, що діють на вантаж з 

боку котків. 
Підставляючи в (7.14) вирази для моментів опору кочення та сил 

1N


 і 2N


, отримаємо вираз для визначення необхідної сили F


 

ad

GQ
F




 221 2)( 
. 

Якщо вагою котків знехтувати, тоді 

ad

Q
F





)( 21 

. 

З отриманих виразів для сили F


 можна зробити такі висновки: 

- величина сила F


 не залежить від положення точки прикладання 

нормальної сили Q


; 

- зі збільшенням діаметрів котків d  і плеча a  зменшується 

величина сили F


, яку необхідно прикласти до вантажу для його 
переміщення на котках. 

7.4. Тертя вертіння 

Якщо до кулі, що лежить на горизонтальній площині, прикласти 
пару сил з моментом М, розміщену також у горизонтальній площині, 
то пара сил буде намагатися повернути кулю навколо вертикальної осі. 
Досліди показують, що куля розпочинає свій рух лише тоді, коли 
величина М буде більша за певну граничну величину Мтр. Це 
пояснюють наявністю тертя вертіння, тобто опору вертіння, що 
виникає внаслідок тертя кулі та поверхні. Величину Мтр визначають за 
залежністю 

NM тp ,        (7.15) 

де N


 – сила нормального тиску кулі на площину, що дорівнює в 
даному випадку вазі кулі,   - коефіцієнт тертя вертіння, який має 
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розмірність довжини. За величиною цей коефіцієнт дуже малий (в 5-10 
разів менший від коефіцієнта тертя кочення  ). 

Тертя вертіння має місце тоді, коли зовнішня сила F  діє вздовж 
осі тіла, що обертається. Нехай тіло 1 обертається навколо 
вертикальної осі ординат і своїм кінцем опирається на опору 2 
(рис. 7.11). 

Поверхня, по якій 
відбувається тертя, є 
результатом обертання твірної 
 (x)y   навколо осі тіла. 

Щоби надати рух тілу 1, 
необхідно подолати момент 
тертя, який виникає на 
поверхні контакту. Величина 
моменту залежить від закону 
розподілу навантаження. У 
разі сталого навантаження 
розглянемо елементарний 
сектор площини контакту, 
який обмежений з одного боку 
радіусами x  і dxx  , а з 
другого боку кутами   і 

 d , причому Rxr   
і  20  . 

Площа цього сектора 
дорівнює dxxddA  . Цій 
елементарній площі кільця 
радіусом x  і товщиною dx  
відповідатиме елементарна 
площа поверхні контакту, до 

якої прикладена елементарна нормальна сила dN : 
dxqxddN  . 

Елементарна сила тертя, яка діє на елементарну площу поверхні: 

fdNdF тр , 

а елементарний момент тертя: 

Рис. 7.11 
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тртр xdFdM  . 

Після відповідних підстановок отримуємо: 

   
R

r

R

r

R

r

dxxfqdxdqxfdxxfqxdM 2
2

0

2
2

0
тр 2



.  (7.16) 

Навантаження q  виразимо через параметри тіл контакту та 

зовнішню силу F . Для цього спроектуємо всі сили на вісь ординат: 

  



2

0

0
cos

R

r

dxxd
qF , 

де   - кут нахилу дотичної до кривої  xy  . Його 

визначаємо як: 

 x
dx

d
'tg   . 

Зважаючи, що  2tg11cos  , отримуємо: 

 
 





R

r

R

r dxx'x

F
qx'xdxqF

2

2

12

12



 . (7.17) 

Підставляючи вираз (7.17) у вираз (7.16), дістанемо аналітичну 
залежність для визначення моменту тертя в п’яті при constq   для 

довільних контактуючих поверхонь: 

 




 R

r

R

r

dxxx

dxxFf

M
2

2

тр

'1 
.                             (7.18) 

Знайдемо за залежністю (7.16) момент тертя для деяких випадків. 
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Плоска кільцева п’ята 

У плоскій п’яті (рис. 7.12) рівнянням твірної поверхні контакту є 

пряма, яка збігається з віссю абсцис, тобто   0x . Підставляємо 

це значення у вираз (7.16) й отримуємо аналітичну залежність для 
моменту тертя: 

F
rR

rR
F

f

xdx

dxxFf

M R

r

R

r 








22

33

2

тр 3

2
, 

де      
22

33

3

2

rR

rRf




 . 

Рис. 7.12                                                          Рис. 7.13 

Конічна кільцева п’ята 
Знаючи розміри конічної кільцевої п’яти (рис. 7.13) rR,  і  , 

можемо записати рівняння твірної конуса у вигляді прямої:  

  bkxxy   , 

де  ctgRb , ctgk . 

Враховуючи це, отримуємо: 
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F
rR

rR
F

f

dxctgx

dxxFf

M R

r

R

r 











sin

3

2

1
22

33

2

2

тр , 

де   sin
3

2
22

33

rR

rRf




 . 

Отже, момент тертя в конічній п’яті при рівних інших умовах 
менший, ніж у плоскій, у sin  разів. 

Задача 7.1. Тіло масою кгm 10  утримується в рівновазі силою 

F


 на шорсткій похилій площині (рис. 7.14). Кут нахилу похилої 

площини 030 , а кут нахилу 

сили F


 до похилої площини 
020 . Коефіцієнт тертя стичних 

поверхонь 5,0f . Визначити 

величину сили F


 при рівновазі 
тіла на шорсткій похилій площині. 

Розв’язок 

Розглядаючи тіло як вільне, 
прикладемо до нього активні сили 

F


 і G


, реакцію N


 з боку 

площини та силу тертя трF


, яка 

виникає між тілом і площиною. Вибираємо вісь координат, як 
показано на рис. 7.14, і складаємо рівняння рівноваги: 

0
1




n

i
ixF ; 0cossinтр   FGF ; 





n

i
iyy FR

1

; 0sincos   FGN . 

З другого рівняння визначаємо  

Рис. 7.14 
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 sincos FGN  . 

Ураховуючи, що mgG   та NfF тр , отримаємо 

)sincos(тр  FmgfF  . 

Підставляємо отриманий вираз для сили тертя в перше рівняння і 
розв’язуємо його відносно невідомої сили F  

Н
f

fmg
F 41,84

20sin5,020cos

)30sin30cos5,0(81,910

sincos

)sincos(
00

00














. 

Задача 7.2. Важка балка ОА (рис. 7.15), шарнірно закріплена 
одним кінцем до нерухомої горизонтальної площини, а точкою В 

опирається на кулю вагою G


 та радіуса R, яка розміщена на цій же 
площині. Визначити 
максимальне значення кута 
  між балкою і 
горизонтальною площиною 
у рівновазі системи, якщо 
коефіцієнти тертя ковзання 
між балкою і кулею та 
кулею і площиною однакові 
і дорівнюють f . 

Рис. 7.15 
Розв’язок 

Розглядаючи кулю як вільне тіло, прикладемо до неї активну силу 

G


, реакції 1N


 та 2N


 з боку площини і балки та сили тертя тр1F


 і 

тр2F


, які виникають між балкою і кулею та кулею і площиною. На 

кулю діє довільна плоска система сил, яка повинна задовольняти 
умови рівноваги (6.5). Вибираємо осі координат, як показано на рис. 
7.15, і складаємо рівняння рівноваги: 

0
1




n

i
ixF ; 0sincos 2тр2тр1   NFF ; 

0
1




n

i
iyF ; 0sincos т221   FNGN ; 
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0)(
1

1




n

i
iO Fm


; 0тр2тр1  RFRF . 

З третього рівняння тр2тр1 FF  .  

Ураховуючи, що 1тр1 NfF  , 2тр2 NfF  , тоді 21 NN   і 

перше рівняння набуде вигляду 
0sincos   NNfNf  

або      0))cos1((sin   fN . 

Оскільки 0N , тоді 0)cos1(sin   f . 

Після певних алгебраїчних перетворень отримаємо 

farctg2max  . 

 
Контрольні запитання 

 
1. Що розуміють під тертям? 
2. Назвіть види тертя залежно від характеру відносного руху тіл. 
3. Сформулюйте закони тертя ковзання. 
4. Що таке коефіцієнт тертя спокою та руху? 
5. Що називають кутом тертя і конусом тертя? 
6. Чим відрізняється коефіцієнт тертя ковзання від коефіцієнта 

тертя кочення? 
7. Які фактори впливають на коефіцієнти тертя ковзання і 

кочення? 
8. Як визначають момент опору кочення? 
9. Чому дорівнює максимальне значення статичної сили тертя 

ковзання? 
10. Як визначають динамічну силу тертя ковзання? 
11. Коли наступає явище заклинювання? 
12. Запишіть умову чистого кочення. 
13. Коли виникає тертя вертіння? 
14. Як визначають момент тертя вертіння для різних поверхонь 

контакту? 
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Глава 8. Розрахунок плоских ферм 
 

8.1. Основні поняття про плоскі ферми 
Фермою називають геометрично 

незмінну конструкцію, яка складається 
з прямолінійних стержнів, з'єднаних на 
кінцях шарнірами (рис. 8.1). 

Ферми використовують як несучі 
конструкції в різних спорудах, 
наприклад: у мостах, у перекриттях 
будинків, у підйомних кранах, кар-
касах літаків тощо. Основна задача 
при розрахунку ферм полягає у 
визначенні внутрішніх зусиль, які 
виникають у стержнях ферми під дією 
зовнішніх активних сил. 

Місця з'єднання стержнів ферми 
називають вузлами. Стержні, розмі-
щені по верхньому контуру ферми, 
утворюють верхній пояс, а по 
нижньому – нижній пояс. 

Вертикальні стержні називають 
стояками, а нахилені  - розкосами. 

Ферми бувають просторові й плоскі. Якщо осі всіх стержнів 
ферми розміщені в одній площині, таку ферму називають плоскою. У 
цій главі обмежимося розглядом лише плоских ферм. 

Розрахунок ферм істотно спрощується, якщо зробити такі 
допущення: 

1) усі стержні ферми з'єднані шарнірно; 
2) тертя в шарнірах відсутнє; 
3) задані сили, що діють на ферму, розміщені у площині ферми і 

прикладені у вузлах; 
4) власна вага стержнів мала порівняно з заданими силами і нею 

можна знехтувати або розподілити вагу стержнів по вузлах ферми. 
У реальних фермах стержні з'єднані жорстко за допомогою 

електрозварювання, клепання тощо. Проте зроблені допущення про 
спосіб з'єднання стержнів ферми дозволяють знайти наближене 
значення зусиль із достатньою точністю. Дійсно, за умов, що всі 

Рис. 8.1 
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зусилля прикладені у вузлах ферми й що відсутнє тертя у шарнірах, 
кожен стержень перебуватиме під дією тільки двох сил, які прикладені 
до його кінців. Згідно з першою аксіомою статики у стані рівноваги 
лінія дії цих двох сил повинна проходити через точки їх прикладання. 
Тому сили, прикладені до стержня ферми, будуть обов'язково 
напрямлені вздовж стержня і спричинятимуть його стиск або розтяг. 

Зроблені допущення виправдані тим, що, по-перше, тертя в 
шарнірах мале порівняно із заданими силами й ним можна знехтувати; 
по-друге, якщо сила не прикладена у вузлах ферми, то її можна 
розділити на складові, що будуть прикладені у вузлах. 

Для того, щоб ферму можна було використовувати як несучу 
конструкцію в інженерних спорудах, необхідно забезпечити її 
жорсткість. Для забезпечення жорсткості ферми (тобто виключення 
відносних переміщень стержнів) необхідно, щоб число стержнів 
дорівнювало 

32  nN                                         (8.1) 
де n число вузлів ферми. 
Рівняння (8.1) називають умовою жорсткості ферми. Якщо 

число стержнів 32  nN ,то конструкція буде геометрично 
змінною (рис. 8.1,б), а якщо 32  nN , то ферма буде містити зайві 
стержні (рис. 8.1, в). 

Зауважимо, що умова жорсткості ферми (8.1) дійсна для плоскої 
ферми і є умовою статичної означеності ферми. Якщо ферма містить 
зайві стержні, то задача про визначення зусиль є статично 
неозначеною. 

У курсі теоретичної механіки розглядають лише статично 
означені ферми. 

Існує три основних методи визначення зусиль у стержнях 
статично означених ферм: метод вирізання вузлів, метод Ріттера й 
графічний метод побудови діаграми Максвелла-Кремони. Останній 
метод у цьому підручнику не наведений. 

 
8.2. Метод вирізання вузлів 

 
Суть методу вирізання вузлів полягає в тому, що розглядаємо 

рівновагу кожного вузла окремо, для чого умовно вирізаємо вузли 
ферми, прикладаємо до них відповідні зовнішні сили й реакції 
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стержнів і складаємо рівняння рівноваги сил. Оскільки на початку 
розрахунку ферми невідомо, які стержні розтягнуті, а які стиснуті, то 
умовно допускаємо, що всі стержні розтягнуті. Тому реакції стержнів 
направляємо від вузлів. Якщо в результаті обчислень отримаємо 
відповідь зі знаком мінус, то відповідні стержні стиснуті. Знайдені 
реакції стержнів за модулем дорівнюють внутрішнім зусиллям у 
стержнях. 

Послідовність розгляду вузлів визначають за такою умовою: 
число невідомих сил, прикладених до вузла, не повинно перевищувати 
кількості рівнянь рівноваги сил, тобто двох. 

Проілюструємо цей метод на конкретному прикладі. 
Задача 8.1. Знайти методом вирізання вузлів зусилля у стержнях 

ферми, зображеної на рис.8.2, якщо до вузла D ферми прикладена 
вертикальна сила кНF 40 . 

Рис. 8.2 

Розв'язок 
У цій фермі число вузлів 8n , а число стержнів 13n . Отже, 

умова (8.1) виконується і ферма є жорсткою без зайвих стержнів, 
тобто статично означеною. 

Складемо рівняння рівноваги для ферми в цілому і знайдемо 
реакції опор А і В: 
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0
1




n

i
ixF ; 0AX ; 0

1




n

i
iyF ; 0 FRY BA ; 





n

i
iA Fm

1

0)(


; 042  aRaF B ; 

0AX ; кНYR AB 20 . 

Переходимо до визначення зусиль у стержнях. Умовно вирізаємо 
всі вузли ферми, зберігаючи послідовність, вказану вище. 

Реакції стержнів позначимо iS 


. На підставі закону рівності дії й 

протидії ii SS


 . Розрахунок почнемо з вузла А, в якому прикладені 

лише дві невідомі сили 1S


 і 2S


. 

Вузол А: 0
1




n

i
ixF ; 045cos12  SSX A ; 

  0iyF ; 045sin1  SYA ; кНS 2,281   ; кНS 202  . 

Вузол С: 0
1




n

i
ixF ; 026  SS ; кНS 206  ; 

0
1




n

i
iyF ; 03 S ; 03 S . 

Вузол К: 0
1




n

i
ixF ; 045cos45cos45cos 541   SSS ; 

0
1




n

i
iyF ; 045sin45sin45sin 5314   SSSS ; 

кНS 2.284  ; 05 S . 

Вузол N: 0
1




n

i
ixF ; 045sin45sin 48   SS ; 
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0
1




n

i
ixF ; 045cos45cos 847   SSS ; кНS 407  ; 

кНS 2,288  . 

Вузол D: 0
1




n

i
ixF ; 045cos45cos 95610   SSSS ; 

0
1




n

i
ixF ; 045sin45sin 957   SSFS ; 09 S ; 

кНS 2010  . 

Вузол Е: 0
1




n

i
ixF  ; 01013  SS ;  

0
1




n

i
ixF ; 011 S ; кНS 2013  ; 011 S . 

Вузол L: 0
1




n

i
ixF  ; 045cos45cos45cos 9812   SSS ; 

011 S ; 

0
1




n

i
ixF  ; 045cos45sin45sin 121198   SSSS ; 

кНS 2,2812  . 

Отримані зусилля в стержнях 1,4,8 і 12 від'ємні, і це означає, що 
стержні стиснуті. 

Для перевірки правильності визначення зусиль у стержнях 
розглянемо рівновагу сил у вузлі В.  

Вузол В: 0
1




n

i
iyF  ; 045sin12  BRS  . 

кНSRB 20707,028245sin12  
. 

Отже зусилля у стержнях визначені вірно. 
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Зусилля в окремих стержнях, як видно з наведеного прикладу, 
можуть дорівнювати нулю. Такі стержні прийнято називати 
нульовими. 

Сформулюємо леми, які дозволять знайти нульові стержні плоскої 
ферми, не проводячи її розрахунку. 

Лема 1. Якщо в незавантаженому вузлі плоскої ферми сходяться 
два стержні, то зусилля в цих стержнях дорівнюють нулю. 

Лема 2. Якщо в незавантаженому вузлі плоскої ферми сходяться 
три стержні, два з яких розміщені на одній прямій, то зусилля в 
третьому стержні дорівнює нулю. Зусилля в перших двох однакові. 
Такий вузол називають Т-подібним. 

Лема 3. Якщо у вузлі плоскої ферми сходяться два стержні й до 
вузла прикладена зовнішня сила, лінія дії якої збігається з віссю 
одного із стержнів, то зусилля в цьому стержні дорівнює за модулем 
прикладеній силі, а зусилля в другому стержні дорівнює нулю. 

Довести ці леми пропонується самостійно. 
Методом вирізання вузлів вигідно користуватися тоді, коли 

потрібно знайти зусилля у всіх стержнях ферми. А для знаходження 
зусиль лише в одному або декількох стержнях пропонують 
використовувати метод Ріттера. 

 
8.3. Метод Ріттера 

 
Метод полягає в тому, що після знаходження реакцій опор ферму 

умовно розрізають на дві частини так, щоб у перерізі було не більше 
трьох стержнів з невідомими зусиллями. Потім розглядають рівновагу 
однієї з частин ферми, відкинувши іншу. Дію відкинутої частини 
заміняють відповідними силами, направляючи їх уздовж розрізаних 
стержнів від вузлів, тобто вважають, що стержні розтягнуті. Для 
одержаної плоскої довільної системи сил складають три рівняння 
рівноваги. 

Рівняння доцільно записувати у вигляді рівності нулю суми 
моментів усіх сил відносно трьох різних точок, що є точками, в яких 
попарно перетинаються лінії дії розрізаних стержнів. Ці точки 
називають точками Ріттера або момент ними точками. У кожне з 
рівнянь моментів відносно трьох точок Ріттера буде входити лише 
одна невідома. 

Покажемо це на прикладі. 
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Задача 8.2. Методом Ріттера визначити зусилля в стержнях 4,5 і 6 
ферми, зображеної на рис. 8.2. 

Розв'язок 

Реакції опор ферми обчислені в задачі 8.1. 
( 0AX ; кНYA 20 ; кНRB 20 ). Умовно розріжемо ферму на дві 
частини по стержнях 4,5,6 і розглянемо рівновагу лівої частини (рис. 8.3). 
Дію правої частини на ліву 
заміняємо реакціями 

4S


, 5S


 і 6S


. Для довільної 

плоскої системи сил 
складаємо три рівняння 





n

i
iK Fm

1

0)(
4


; 

  0
1

5




n

i
iK Fm


; 





n

i
iK Fm

1

0)(
6


. 

де 654 ,, KKK  – точки Ріттера. 

Індексація точок Ріттера вибрана так, щоб рівняння моментів, 

записане відносно цієї точки, містило одне невідоме зусилля iS


 у 

стержні під номером i: 





n

i
iK Fm

1

0)(
4


; 022 4  aSaYA ; кНS 2,284  ; 

  0
1

5




n

i
iK Fm


; ;0;02 55  SaS  

.20;0;0)( 66
1

6
кНSaXaSaYFm AA

n

i
iK 




 

Рис. 8.3 
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Аналогічно можна знайти зусилля й в інших стержнях ферми. З 
наведеного прикладу видно, що рівняння рівноваги не зв'язані між 
собою, а тому для знаходження зусиль в одному стержні достатньо 
скласти лише одне з цих рівнянь. 

Контрольні запитання 
 

1. Що називають фермою? 
2. Які допущення приймають при розрахунках ферм? 
3. Записати умови жорсткості ферми. 
4. Назвати всі елементи плоскої ферми. 
5. Сформулювати суть методу вирізання вузлів. 
6. Сформулювати суть методу Ріттера. 
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Глава 9.  Центр ваги тіла 
 

9.1. Координати центра паралельних сил 
 

Поняття про центр пара-
лельних сил є необхідним для 
розв'язку деяких задач механіки i 
для визначення центра ваги. 

Розглянемо систему пара-
лельних i однаково направлених 

сил ( nFFF


,...,, 21 ), прикладе-

них до твердого тіла в точках 

nAAA ,...,, 21  (рис. 9.1). 

Очевидно, що ця система 

сил має рівнодійну R


, яка на-
правлена так, як i складові сили. 

Модуль рівнодійної дорівнює 





n

s
iFR

1

.                                         (9.1) 

Лінія дії рівнодійної буде проходити через певну точку С. Якщо 
всі сили повернути на довільний кут   в один і той самий бік навколо 
точок їх прикладання, то рівнодійна повернеться навколо точки С на 
той самий кут i в той самий бік. 

Точку С, через яку проходить лінія дії рівнодійної системи 
паралельних сил при будь-яких поворотах цих сил навколо точок їх 
прикладання в один i той самий бік i на один i той самий кут, 
називають центром паралельних сил. 

Координати точки С прикладання рівнодійної, тобто координати 

центра даної системи паралельних сил, позначимо CCC zyx ,, . 

Повернемо всі сили так, щоб вони стали паралельними осі Oz . 

Рівнодійна R


 також буде паралельна осі Oz . Використовуючи теорему 
Варіньона, визначимо момент рівнодійної відносно осі Oy  (рис. 9.1). 

Згідно з цією теоремою момент рівнодійної відносно осі Oy  
дорівнюватиме алгебраїчній сумі моментів складових сил відносно цієї 
самої осі: 

Рис. 9.1
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n

i
iyy FmRm

1

)()(


. 

У нашому випадку 





n

i
iinnCC xFxFxFxFxR

1
2211 ... , 

звідси     
R

xF

F

xF
x

n

i
ii

n

i
i

n

i
ii

C










  1

1

1 . 

Аналогічно повертаючи всі сили навколо точок прикладання так, 
щоб вони стали паралельні осям Ox  i Oy  відповідно, отримаємо 

координати Cy  i Cz . Тоді координати центра системи паралельних 

сил визначають за залежностями: 








n

i
i

n

i
ii

C

F

xF
x

1

1 ;   








n

i
i

n

i
ii

C

F

yF
y

1

1 ;   







 n

i
i

n

i
ii

C

F

zF
z

1

1 .             (9.2) 

Помноживши залежності (9.2) на одиничні орти kji


,,  i 

додавши їх, отримаємо формулу для �адіус�-вектора 

kzjyixr CCCC


  центра паралельних сил: 








n

i
i

n

i
ii

C

F

rF
r

1

1




,                                          (9.3) 

де kzjyixr iiii


  – радiус-вектор точки прикладання сили 

iF


. 
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9.2. Центр ваги твердого тіла 

На всі тіла, що розміщені в 
межах поля земного тяжіння, 
діють сили притягання до Землі. 
Якщо тіло розбити на окремі 
елементарні частинки малих 
об’ємів, то на кожну частинку 
діють сили земного тяжіння, які 
будуть напрямлені до центра 
Землі. Але оскільки розміри тіл 
малі порівняно з радіусом Землі, 
то ці сили можна вважати 
паралельними між собою (рис. 
9.2). Виходячи з цих припущень, 

можна дати визначення ваги тіла й центра ваги тіла. Вага тіла – це 
рівнодійна системи паралельних сил, з якими окремі частини тіла 
притягаються до Землі, а центр ваги тіла – центр цієї системи 
паралельних сил.  

Розглянемо деяке тіло i розділимо його на n елементарних частин, 

сили притягання яких до Землі позначимо через iG


. Тоді вага тіла 





n

i
iGG

1

.                                          (9.4) 

Координати центра ваги твердого тіла визначають як координати 
центра паралельних сил. Використовуючи залежності (9.2), 
координати центра ваги тіла визначимо за формулами: 







 n

i
i

n

i
ii

C

G

xG
x

1

1 ;  







 n

i
i

n

i
ii

C

G

yG
y

1

1 ;  







 n

i
i

n

i
ii

C

G

zG
z

1

1 ,  (9.5) 

де iii zyx ,,  – координати i-ї частини тіла. 

Рис. 9.2 
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9.3. Центр ваги однорідного тіла 
 

Центр ваги об'єму 
Для однорідного тіла, яке займає об'єм V, можна визначити 

координати його центра ваги через відомі координати центрів ваги 
окремих частин тіла. Вагу однорідного тіла визначають за залежністю 

VG  , де   – густина матеріалу тіла; V – об'єм тіла. Аналогічно 

вага кожної частини ii VG  , де iV – об'єм i-ї частини тіла. 

Підставимо ці значення в (9.5) і отримаємо: 

V

xV
x

n

i
ii

C


 1 ;  

V

yV
y

n

i
ii

C


 1 ;  

V

zV
z

n

i
ii

C


 1 ,    (9.6) 

де iii zyx ,,  - координати точки прикладання сили iG . Величини 

CCC zyx ,,  називають координатами центра ваги об'єму.  

Центр ваги площі 
Центром ваги площі вважають центр ваги однорідної тонкої 

пластини однакової товщини, основа якої займає дану площу. 
Розглянемо однорідну тонку пластину товщиною h, основа якої 

займає площу S  (рис. 9.3). Вага однорідної тонкої пластини 
ShG  . Розіб’ємо тонку пластину на елементарні частини. Вага 

кожної такої частини iii hSG  , де iS  – площа елементарної 

частини. Тоді координати центра ваги площі S  на підставі 
залежностей (9.5) визначають за формулами 

S

xS
x

n

i
ii

C


 1 ; 

S

yS
y

n

i
ii

C


 1 ,   (9.7) 

де ii yx ,  – координати центра ваги 

елементарних площ iS . 

Центр ваги лінії 
Під центром ваги лінії розуміють центр 

ваги однорідного тонкого стержня однако-
вого поперечного перерізу, вісь якого збігається з даною лінією. 

Рис. 9.3 
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Розглянемо однорідний тон-
кий стержень, площа попереч-
ного перерізу якого S. Вісь цього 
стержня збігається з лінією АВ, 
центр ваги якої потрібно знайти 
(рис. 9.4). 

Вага стержня LSG  , де 
L – довжина лінії АВ. Розділимо 
стержень на елементарні 
частини довжиною il . 

Вага кожної частини 

ii SlG  . Координати центра 
ваги кожної виділеної частини 

iii zyx ,, . Тоді координати центра ваги С лінії АВ визначають із 

залежностей (9.5) після відповідних підстановок: 

L

xl
x

n

i
ii

C


 1 ; 

L

yl
y

n

i
ii

C


 1 ; 

L

zl
z

n

i
ii

C


 1 .   (9.8) 

Необхідно відзначити, що формули (9.6)-(9.8) є наближеними. 
Граничним переходом їх можна звести до визначеного інтегралу: для 
однорідного тіла  

V

dVr

r V
C







; 

для однорідної тонкої пластини 

S

dSr

r S
C







; 

для лінії       
L

dlr

r L
C







. 

Положення центрів ваги деяких однорідних тіл наведені в табл. 9.1. 

Рис. 9.4 
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Таблиця 9.1 

Вид тіла Положення центра ваги 

Трикутник 

Центр ваги С розміщений у точці 
перетину медіан: 

DMCM
3

1
  

Дуга кола 

 

Центр ваги С розміщений на осі 
симетрії Ox : 

0Cy ; 

sinR

xC   

Круговий сектор 

 

Центр ваги С розміщений на осі 
симетрії Ox : 

0Cy ; 

sin

3

2 R
xC   

Піраміда або конус 

 

Центр ваги розміщений на лінії, яка 
з’єднує вершину А піраміди або 
конуса з центром ваги 1C  основи: 

11 4

1
ACCC   
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9.4. Методи знаходження центра ваги 
 

Експериментальні методи 
Метод підвісу. Положення центра ваги тіла за цим методом 

визначають так: підвішують тіло на нитці у довільній точці тіла та 
продовжують напрям нитки в тілі (прорисовують лінію на поверхні 
тіла); підвішують тіло на нитці в іншій точці i знову відзначають на 

тілі продовження нитки. Точка 
перетину продовжених напрямів 
нитки на тілі й буде центром ваги 
тіла. Цей метод дозволяє визна-
чити центр ваги неоднорідного 
тіла складної конфігурації. 

Метод зважування. Викорис-
товують для знаходження центра 
ваги складних тіл значної ваги. 
Суть методу зважування пояснює 
рис. 9.5. 

Рис. 9.5 
Спочатку знаходять вагу тіла. Для цього тіло 1 почергово 

встановлюють точками опори на вагу 2 i визначають величини 1N


 і 2N


. 

Вимірюють відстань L між точками опори. Тоді координату 

центра ваги Сx  тіла можна визначити з рівнянь рівноваги 





n

i
iyF

1

0 ;    2121 ;0 NNGGNN  ; 

0)(
1
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n

i
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;    02  CGxLN ;     
G
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xC
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Метод симетрії 
Лема. Якщо однорідне тіло має площину, вісь або центр 

геометричної симетрії, то центр ваги цього тіла лежить у площині, на 
осі або у центрі симетрії. 

Доведення леми пропонуємо провести самостійно.  
Метод розбиття 

Положення центра ваги тіла можна визначити, якщо розбити його 
на такі частини, центри ваги яких відомі, або їх легко можна 
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визначити. Нехай потрібно визна-

чити координату Cx  центра ваги 

деякої плоскої фігури (рис. 9.6). 
Розділимо фігуру на три частини, 
для яких координати центрів ваги 

),(),,(),,( 333222111 yxCyxCyxC

 та площі 321 ,, SSS  легко 

визначити, коли відомі геометричні 
розміри. Тоді координати центра 

ваги обчислюють за формулами (9.7): 

321

332211

SSS

xSxSxS
xC 


 ,  

321

332211

SSS

ySySyS
yC 


 . 

Метод доповнення (метод отворів або від’ємних площ) 

Цей метод є частковим випадком методу розбиття i його 

використовують для тіл, які мають отвори (рис. 9.7). Знаючи площі 1S  

(усієї фігури) i 2S  (вирізаної з фігури частини), а також координати 

1y  і 2y  їх центрів ваги, можна 

вирахувати координати центра ваги 
плоскої фігури з отвором, приймаючи 
площу вирізаної частини від’ємною: 

21

2211

SS

ySyS
yC 


 . 

Рис. 9.7 
Метод інтегрування 

Якщо тіло не можна розділити на кілька частин, положення 
центрів ваги яких відомі, то тіло ділять на елементарні частини, число 
яких прямує до нескінченності, а розміри кожної частини прямують до 
нуля. Тоді суми у виразах (9.6), (9.7), (9.8) будуть інтегралами за 
об'ємом, площею або довжиною. 

Отже, вирази для координат центра ваги об'єму наберуть вигляду: 

Рис. 9.6 
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)(

1

V
C xdV

V
x ;   

)(

1

V
C ydV

V
y ;   

)(

1

V
C zdV

V
z ,  (9.9) 

де 
)(V

dVV  – об’єм тіла. 

Координати центра ваги плоскої фігури 


)(

1

S
C xdS

S
x ;   

)(

1

S
C ydS

S
y ,    (9.10) 

де 
)(S

dSS – площа плоскої фігури. 

Координати центра ваги лінії 


)(

1

L
C xdl

L
x ; 

)(

1

L
C ydl

L
y ; 

)(

1

L
C zdl

L
z ,  (9.11) 

де 
)(L

dlL  довжина лінії. 

 
Контрольні запитання 

 
1. Як визначити модуль i напрям рівнодійної системи паралельних 

сил? 
2. Що називають центром системи паралельних сил i центром 

ваги тіла? 
3. Де розміщений центр ваги фігур, які мають площину, вісь або 

центр симетрії? 
4. Де розміщений центр ваги прямокутника, паралелограма, 

трикутника, круга, кулі, конуса, піраміди? 
5. Як визначають центр ваги твердого тіла? 
6. Як визначають центр ваги об'єму, площі, лінії? 
7. Назвіть методи знаходження центра ваги тіл. 
8. Чим відрізняються метод підвісу від методу зважування? 
9. Напишіть інтегральні формули для визначення координат 

центра ваги. 
10. Як визначають центр ваги трикутника, дуги кола та площі 

кругового сектора? 
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РОЗДІЛ  2.  КІНЕМАТИКА  
 

Кінематика – це наука про механічний рух матеріальних тіл з по-
гляду геометрії без урахування сил, прикладених до цих тіл. Це озна-
чає, що основною задачею кінематики є встановлення законів механі-
чного руху та визначення і обчислення кінематичних величин, які ха-
рактеризують рух тіла загалом і рух кожної його точки зокрема. 

Кінематика є тією частиною теоретичної механіки, яка класифікує 
різні види механічного руху матеріальних тіл і майже повністю 
розв’язує першу задачу теоретичної механіки, бо за встановленим зако-
ном руху визначають необхідні кінематичні величини, які в динаміці 
будуть безпосередньо зв’язані з силами, що діють на матеріальні тіла. 

З іншого боку кінематика має і самостійне значення, як теоретич-
на база для загально-інженерних та спеціальних дисциплін, в яких 
розв'язують задачі з кінематичного аналізу та синтезу різноманітних 
механізмів та машин. 

 
Глава 10. Кінематика точки 
 

10.1. Закон руху точки 
 

Законом механічного руху будь-
якого тіла і зокрема точки називають 
функціональну залежність положення 
тіла чи точки від часу. Закон руху точки 
можна задати у трьох формах: векторній, 
координатній та натуральній (рис. 10.1). 

 
Векторна форма опису закону руху точки 

Нехай у просторі задана інерційна система відліку та тіло відліку, 
з деякою точкою О  якого зв’язана система координат Oxyz  та при-

лад для вимірювання часу t . Для визначеності приймемо ортонормо-

вану декартову систему координат з базисом  kji


,, . Проведемо з 

точки О  у рухому точку M  радіус-вектор OMr 


, який однозна-

Рис. 10.1
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чно визначає положення точки M  (рис. 10.1). 
Оскільки для будь-якого моменту часу t  радіус-вектор r


 є одно-

значно визначеним, тому r


 є однозначною функцією часу 

.(t)rr


          (10.1) 

Вираз (10.1) є законом руху точки M  у векторній формі. Криву, 
яку описує точка M  у просторі, називають траєкторією руху точки. 

Координатна форма закону руху точки 
Під час руху точки M  у просторі кожному моменту часу t  від-

повідає визначена сукупність її координат zyx ,,  (рис. 10.1). Отже ці 

координати є однозначними функціями часу t : 

 txx  ,  tyy  ,  tzz  .                         (10.2) 

Залежності (10.2), які однозначно визначають положення точки 
M  у просторі, називають кінематичними рівняннями руху точки. 
Водночас ці залежності є  законом  руху точки  у координатній формі. 

Рівняння руху (10.2) можна розглядати як задані у параметричній 
формі рівняння траєкторії точки M , в яких параметром є час t . На-
приклад, виразивши час t  з третього рівняння (10.2), отримаємо: 

 zt  . Підставляючи тепер це співвідношення в перші два рівнян-
ня(10.2), матимемо: 

  zxx   ,   zyy  .                        (10.3) 

Рівняння (10.3) явно не залежать від часу t  та визначають траєк-
торію точки M  у тривимірному просторі. 

Під час руху точки M  на площині (наприклад, коли 
constCz  ), виконуючи таку ж послідовність дій, отримаємо 

 yt   та 

  yxx  ,                                      (10.4) 

тобто траєкторію руху точки на площині constCz  . 
Найпростіший випадок руху - рух точки M  по прямій лінії. У 

цьому разі одну з координатних осей системи координат (наприклад, 

x ) можна направити вздовж цієї прямої. Тоді: constCy  1 , 

constCz  2  і 
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 txx  .                                           (10.5) 
На рис. 10.2 показані траєкторії руху точки, задані такими кінема-

тичними рівняннями руху: tsinx 3 , tcosy 2 , 0z  (рис. 10.2, а); 

 tsinx 23 ,  tcosy 32 , 0z  (рис. 10.2, б) та tcosex t,10 , 

tsiney t,050 , tz  (рис. 10.2, в). 

Рис. 10. 2 

Закон руху точки у натуральній формі 
Для того, щоб задати закон руху точки M  у натуральній формі, 

необхідно визначити траєкторію точки і закон її руху по цій траєкторії. 
Рух точки у цьому разі розглядають відносно деякої умовно нерухомої 
системи відліку. 

Нехай задана траєкторія точки, а також деяка точка О , що нале-
жить цій траєкторії. Точку О  назвемо точкою відліку відстані s . 

Довільно виберемо додатній напрям відліку відстані вздовж трає-
кторії (рис. 10.1). Очевидно, що від’ємний напрям буде протилежним 
до додатного. 

Задамо також початок відліку часу. Найчастіше за 0t  прийма-
ють момент часу початку руху точки M  або момент часу, коли рухо-
ма точка M  проходить через точку О . Приймемо, що до того моме-
нту часу, коли відбудеться ця подія, час вважати від’ємним, а після – 
додатнім. 

Отже, з урахуванням прийнятих положень закон руху точки у на-
туральній формі задають залежністю 

 tss  .                                        (10.6) 
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Слід зазначити, що відстань s , яку визначають відповідно до 
(10.6), не зв’язана з шляхом l , пройденим точкою M  за час t , оскі-
льки за початок відліку відстаней можна прийняти довільну точку тра-
єкторії, рух точки може бути коливним тощо. 

Взаємозв’язок різних форм  закону руху точки 
Зауважимо, що траєкторія руху точки є годографом радіус-

вектора точки M  під час її руху у просторі. Тоді вираз (10.1) – це рів-
няння годографа у параметричній формі, де параметром є час t . Отже 

 trr xx  ,  trr yy  ,  trr zx  ,                    (10.7) 

де zyx rrr ,,  - проекції радіуса-вектора точки M на осі системи 

координат Oxyz . Проте координати точки M  дорівнюють проекці-

ям її радіуса-вектора, а значить рівняння (10.2) та (10.7) є еквівалент-
ними. Тоді 

 trx x ,  try y ,  trz z ,                       (10.8) 

що дозволяє від закону руху точки у векторній формі перейти до зако-
ну руху у координатній формі. 

Очевидно, є справедливим і зворотний перехід від закону руху, 
заданого у координатній формі, до закону руху у векторній формі. 

Дійсно, якщо система координат Oxyz  має базис kji


,, , тоді 

       ktzjtyitxtr


 .                        (10.9) 

Для того, щоб встановити взаємозв’язок закону руху точки, зада-
ного у натуральній формі, з законами руху у векторній чи координат-
ній формах, достатньо встановити такий зв'язок з одним з них. 

З курсу диференціальної геометрії відомо, що диференціал дуги 
кривої ds  в декартових координатах Oxyz  визначається співвідно-

шенням 
2222 dzdydxds  .                             (10.10) 

Виберемо початковий момент часу 0tt  . Цьому моменту часу 

відповідає визначена точка  траекторії 0M , координати якої 

 00 txx  ,  00 tyy  ,  00 tzz  .                (10.11) 
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Тоді     dtzyxss
t

t
 
0

222
0  ,                     (10.12) 

де 
dt

dx
x  , 

dt

dy
y  , 

dt

dz
z   - похідні координат від часу. Вибір 

знаку перед інтегралом однозначно визначається вибором додатного 
напряму відліку відстані вздовж траєкторії. 

Перехід від закону руху, заданого у натуральній формі, до законів 
у координатній або векторній формах також визначений. Проте такий 
перехід достатньо складний, тому що необхідно інтегрувати рівняння 
Рікатті, і у цьому підручнику не наведений. 

Задача 10.1. Закон руху точки у век-
торній формі має вигляд 

22 tRsinjtRcosir 


 . 

Проаналізувати рух і подати закон ру-
ху у координатній та натуральній формах 
(рис. 10.3). 

Розв’язок 
Проекції радіус-вектора точки на ко-

ординатні осі 
2

xr tRcos , 2tRsinry  . 

Модуль радіус-вектора 

RtRtRrrr yx  222222 )sin()cos(  . 

Оскільки модуль вектора r


 величина постійна і дорівнює R, то точка 

рухається по колу цього радіуса. На початку руху, при t = 0, Rrx  , 0yr , 

тобто точка розміщена у положенні М0(R,0), а при t = 0,5 с отримаємо 

2

2
Rrx  , 

2

2
Rry  , 

2

2
cos  , 

2

2
cos  , 

тобто, точка перебуває у положенні М1, де r= 45. 
Підставляючи інші моменти часу, будемо послідовно визначати поло-

ження точки в ці моменти часу. 
На підставі формули (10.8), запишемо закон руху точки в координатній 

формі (10.2) 
2cos tRx  ,  2sin tRy  . 

Рис. 10.3 
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Рис. 10.4

Очевидно, при t=0 і при t= 0,5 c одержимо, що точка в ці моменти пере-

буває відповідно в положеннях M0(R,0) і 







2

2

2

2
1 R,RM . 

Щоб записати закон цього руху точки у натуральній формі, знайдемо рі-
вняння траєкторії, виключаючи час з рівнянь руху в координатній формі. 
Отримаємо 

222 Ryx  , 

тобто точка рухається по колу радіуса R. 
Для дугової координати s  візьмемо початок відліку, наприклад, у точці 

О, тоді при t=0 
2

ss 0
R

  (четвертина кола ), бо точка в цей час перебуває 

в положенні М0. Додатний знак для s  приймемо у бік руху точки (проти го-
динникової стрілки по колу) і тоді за формулою (10.12) матимемо 

.dtyx
R

s
t

 
0

22

2




 
І, оскільки 2sin2 tRt

dt

dx
x  , 2cos2 tRt

dt

dy
y  , 

то       
2

0 2
2

2
Rt

R
Rtdt

R
s

t


  . 

Очевидно, що при t=0 і при t= 0,5 с, точка перебуває, відповідно, у по-

ложеннях: М0, де 
20
R

s


  та в M1, де R
4

3
s   по дузі кола. 

Поряд з декартовими в механіці 
часто використовують інші системи 
координат. Наприклад, для вивчення 
руху точки M  на площині можна ви-
користати полярну систему координат 
  ,  (рис. 10.4). 

Тоді кінематичні рівняння руху 
точки мають вигляд 

 t  ,  t  .      (10.13) 
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Перехід від полярної системи координат до декартової здійснюють 
з урахуванням таких залежностей 

 siny,cosx  .      (10.14) 

Піднявши вирази (10.14) до квадрату і додавши їх, отримаємо: 
222  yx . З урахуванням того, що 0 , формули зворотного 

переходу від декартової системи координат до полярної такі: 

22 yx  , 
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 .  (10.15) 

На рис. 10.5 показані траєкторії руху точки у полярній системі ко-
ординат: t32 , t  (спіраль Архімеда) (рис. 10.5, а); 

 tcos 42 , t (полярна роза) (рис. 10.5, б); 
tcos,601

10


, t  

(конічний переріз) (рис. 10.5, в). 

 
Рис. 10.5 
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10.2. Швидкість точки 

Векторна похідна вектора 
Розглянемо змінний за часом вектор 

kPjPiPP zyxx


 , 

де )(tPP xx  , )(tPP yy  , 

)(tPP zz  . Відкладемо його від неру-

хомого центра О  (рис. 10.6). 

Геометричне місце кінців вектора 

P


 називають його годографом. 
Рис. 10.6 

Якщо розглянути значення вектора P


 у момент часу t і у момент 

часу t+ t , то вектор P


  є векторною зміною вектора P


 за час t  і, 

як видно з рис. 10.6, він є геометричною сумою зміни вектора P


 за 

напрямком HP


  і зміни вектора P


 за величиною BР


 , тобто, 

ВН РРР


 .       (10.16) 

Векторною похідною вектора P


 називають бистроту зміни цього 
вектора як за напрямком, так і за величиною, тобто 

t

P
lim

t

P
lim

t

P
limP

dt

Pd








 BH






 коли, .t 0   (10.17) 

Геометрично векторна похідна вектора P


 – це вектор, напрямле-
ний по дотичній до годографа вектора і, коли змінний вектор сталий 
лише за модулем, то годографом вектора буде крива на сфері радіуса, 

яка дорівнює довжині вектора P


, а тому похідна вектора напрямлена 
перпендикулярно до самого вектора. 

Очевидно, що векторна похідна вектора дорівнює нулю, якщо ве-

ктор сталий, constP 


за величиною і за напрямком. Аналітично ве-

кторну похідну вектора P


 обчислюють за формулою 

kPjPiPP zyx








  ,      (10.18) 
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а це означає, що її модуль і напрямні косинуси визначають за відоми-
ми формулами. 

Неважко показати, що: 
1) векторна похідна геометричної суми (різниці) двох векторів до-

рівнює геометричній сумі (різниці) похідних цих векторів 

;)( 2121 PPPP
dt

d 
       (10.19) 

2) векторна похідна скалярного чи векторного добутку двох век-
торів дорівнює сумі відповідних добутків похідної першого вектора на 
другий вектор і першого вектора на похідну другого вектора: 

;)( 212121 PPPPPP
dt

d 
  

212121 )( PPPPPP
dt

d 
 .      

(10.20)

 

Поняття швидкості точки та її обчислення 

Якщо розглянемо рух матері-
альної точки, то за деякий промі-
жок часу t  з даного положення 
точка переміститься в інше поло-
ження М1 (рис. 10.7). 

Вектор 1MM  називають пе-

реміщенням точки за час t . Від-

ношення 
t

MM


1  показує, як шви-

дко точка перемістилася з положення М у положення М1 і його нази-
вають середньою швидкістю точки за час t : 

t

MM
v


 1

сер


.       (10.21) 

Швидкістю точки в даний момент часу називають бистроту пере-
міщення точки в цей момент часу, тобто, швидкість точки дорівнює 

Рис. 10.7 
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граничному значенню відношення 
t

MM


1 , коли 0t , 

t

MM
limv
t 

1

0



        (10.22) 

і напрямлена по дотичній до траєкторії точки в бік її руху. 
Обчислення швидкості із закону руху у векторній і координатній 

формах майже однакове. 
Відповідно до рис. 10.7 залежність (10.22) запишемо у вигляді 

r
dt
rd

v 



 .        (10.23) 

Отже, швидкість точки дорівнює векторній похідній по часу від 
радіус-вектора точки, а це означає, що 

krjrirkzjyixrv zyx



















 , 

оскільки для постійних векторів ji


,  і k


 похідні по часу 

0 kji
 . Отже, 

xvx  , yvy  , zvz  , 
222 zyxv   ;   (10.24) 

v
x

v


cos , 

v
y

v


cos , 

v
z

v


cos .    (10.25) 

Формули (10.16) і (10.17) повністю визначають вектор швидкості 
точки, коли закон руху заданий у векторній (10.1) чи (10.9), або в ко-
ординатній (10.2) формах. 

Виходячи з формули (10.23) для швидкості точки та порівнюючи з 
нею формулу (10.18) для векторної похідної, слід зазначити, що векто-
рна похідна по часу від будь-якого вектора є швидкістю переміщення 
кінця цього вектора по його годографу. 

Обчислення швидкості точки із закону руху в натуральній формі 
(10.6) проводять у такій послідовності: напрям швидкості визначають 
за дотичною до траєкторії в бік руху точки; величину швидкості вва-
жають алгебраїчною величиною, яка дорівнює 
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s
dt

ds

t

s
v

t


 


0Δ
lim ,      (10.26) 

оскільки величина вектора 1MM  при 0t  дорівнює величині 

елемента дугової координати s . 

Отже швидкість точки дорівнює похідній по часу від дугової ко-
ординати s  і при 0v  вказує на рух точки у бік збільшення, а при 

0v  – у бік зменшення дугової координати. 

Задача 10.2. Використаємо дані задачі 10.1. 
Якщо взяти закон руху в векторній формі 

jtRsinitRcosr
 22   , то в координатній 

формі отримаємо 
2tRcosx  , 2tRsiny  . 

Записати вираз для швидкості точки в 
будь-який момент часу і обчислити швидкість 
при t=0,5 с (рис.10.8). 

Розв’язок 
Для швидкості точки в будь-який момент 

часу за формулами (10.23) і (10.24) отримаємо 
вирази 

22 22 ttRsinjttRcosirv 


 , 

22 ttRsinxvx   , 22 ttRcosyvy   , Rtyxv 222   , 

2sincos t
v

x
v  


, 2coscos t

v

y
v  


. 

Значення швидкості при t=0,5 c 

RjRiv 
2

2

2

2 
 , Rvx 

2

2


 
, Rvy 

2

2
 , Rv  , 

2

2
cos v , 

2

2
cos v , 135v , 45v . 

Якщо закон руху точки заданий у натуральній формі (див. задачу 10.1) 

2

2
Rt

R
s 

 , то за формулою (10.26) отримаємо 

Рис. 10.8



 124 

Rtsv 2  . 

Швидкість напрямлена по дотичній до траєкторії в бік руху точки і коли 
t=0,5c швидкість Rv  . 

 
10.3. Прискорення руху точки 

 
Геометрія траєкторії точки 

Для вивчення поняття прискорення точки та 
його обчислення необхідно розглянути деякі па-
раметри геометричної будови траєкторії точки. 
До таких параметрів відносять кривизну, радіус 
кривизни та натуральні осі координат у кожній 
окремій точці траєкторії. Розглянемо будову кри-
вої у точці М (рис. 10.9). 

Якщо візьмемо нескінченно близьку до точки 
М  точку М1, то хорда MM1 при необмеженому наближенні точки М1 
до точки М займе якесь граничне положення, яке буде дотичне до кри-
вої в точці М. 

Якщо тепер у точках М і M1 провести дотичні, то кут   між ни-
ми називають кутом суміжності, а відношення кута суміжності до дуги 

sMM 1 , коли 0s , називають кривизною k кривої в точці М, 

тобто 

ds

d

s
k









lim

0S
.                         (10.27) 

Величину, обернену до кривизни k, називають радіусом кривизни 
 кривої в точці М 

k

1
 .         (10.28) 

Радіусом кривизни кривої в даній точці М є радіус кола, що про-
ходить через точку М та дві сусідні з нею з обох боків точки, коли 
останні необмежено наближаються до точки М. 

Якщо з точки М провести одиничний орт напрямку дотичної   та 
одиничний орт дотичної у точці М1, то вони утворюють трикутник 
Маb, площина якого при необмеженому наближенні точки М1 до точки 
М займе у просторі площину I (рис. 10.10), яка буде дотичною до кри-

Рис. 10.9 
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вої в точці М. Цю площину можна уявити як граничне положення 
площини, що проходить через точку М і дві сусідні з нею з обох боків 
точки, коли останні необмежено наближаються до точки М. 

Площину II, пер-
пендикулярну до дотич-
ної в точці М, назива-
ють нормальною, а пря-
му її перетину з прилег-
лою площиною - 
головною нормаллю в 
точці М. 

Площину III у точці 
М, перпендикулярну до 
головної нормалі, на-
зивають спрямною, а 
пряму її перетину з но-
рмальною площиною 
називають бінормаллю кривої в точці M. 

Одиничні орти дотичної  , головної нормалі n


 і бінормалі b


 
утворюють натуральні осі координат кривої в точці М. 

Вивчаючи рух точки по даній траєкторії будемо вважати, що орт 
  напрямлений у бік зростання дугової координати точки, орт n


 на-

прямлений завжди у бік увігнутості траєкторії, а орт b


 напрямлений 

за правилом векторного добутку nb


 . 

Прискорення точки та його обчислення 

Прискоренням точки називають бистроту зміни швидкості точки 
з часом. Якщо швидкість точки за про-
міжок часу t змінюється як вектор на 
величину v


  (рис. 10.11), то відношен-

ня v


  до t називають середнім при-
скоренням точки за час t. 

t

v
a








cep . 

Рис. 10.11 

Рис. 10.10 
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Прискорення точки у даний момент часу t дорівнює граничному 

значенню відношення 
t

v





, коли 0t , тобто 

v
dt

vd

t

v
a 





 


0Δt

lim .     (10.29) 

Отже, прискорення точки дорівнює векторній похідній по часу від 
швидкості точки, тобто це теж вектор, напрямлений по дотичній до 
годографа вектора швидкості та розташований у дотичній площині, 
оскільки цю площину утворюють дотичні в точках М і М1 коли 

MM 1 . 

Обчислення прискорення точки із законів руху у векторній 
та у координатній формах 

Якщо закон руху точки заданий у векторній формі (t)rr


 , або в 

координатній формі )(),(),( tzztyytxx  , то за формулами 

(10.24), (10.4) і (10.5) для вектора, проекцій, величини і напрямних ко-
синусів прискорення маємо: 

kzjyixkrjrirrva zyx



















 , 

xа x , yа y , zа z , 
222 zyxa   , 

a

ax
a cos , 

a

ay
a cos , 

a

az
a cos .       (10.30) 

Обчислення прискорення із закону руху в натуральній формі 
Нехай задана траєкторія точки 

та її дугова координата як функція 
часу )(tss  . Зміну швидкості 

точки v


  за нескінченно малий 
проміжок часу подамо у вигляді 
геометричної суми двох векторів: 
зміни швидкості за напрямком 

Нv


  і зміни швидкості за величи-

ною Вv


  (рис. 10.12) 
Рис. 10.12 
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НВ vvv


 .       (10.31) 

Оскільки вектор Вv


  напрямлений вздовж вектора v


, а вектор 

Нv


  напрямлений перпендикулярно до v


 (при 0t ), то v


  мож-

на представити у вигляді 

НВ vnvv 
  ,     (10.32) 

де  vvН  як хорда дуги кола радіуса v , яку можна ще за-

дати формулою s
S

vv 

 Н . Для прискорення a


 матимемо 

t

s

s
vn

t

v
a

tt 















 











0

В

0
limlim     (10.33) 

або, враховуючи, що тут  , n


, v  постійні величини, запишемо 















2

0

В

0
lim

t
lim

v
n

dt

dv

t

s

s
vn

v
a

tt





, 

де   – радіус кривизни траєкторії. 

Отже, прискорення a


 має дві складові. Одна з цих складових ха-
рактеризує бистроту зміни швидкості за величиною, напрямлена по 
дотичній до траєкторії точки та її називають тангенціальним, або до-
тичним, прискоренням 

dt

dv
а 


 , 

2

2

dt

sd

dt

dv
а  .       (10.34) 

Друга складова характеризує бистроту зміни 
швидкості за напрямком, напрямлена по нормалі у 
бік увігнутості траєкторії та її називають нормаль-
ним прискоренням (рис. 10.13) 



2v
nаn


 ,  


22 sv
аn


 .      (10.35) 

Рис. 10.13 

Для прискорення та його напрямку маємо 

nааа


  , 
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22
nааа   , 

nа

|а|
tg   .     (10.36) 

Щодо тангенціального прискорення а


 слід зауважити, що це 

прискорення може бути напрямленим у бік швидкості або в протилеж-
ний їй бік залежно від того, однакові чи різні в них знаки, бо 

  аа 


 і vv 
. 

За однакових знаків тангенціального прискорення та швидкості 
точка рухається прискорено, а за різних знаків - уповільнено, що слі-
дує з формули (10.33). 

Задача 10.3. За умовами задач 10.1 та 10.2 визначити прискорення точки 
в довільний момент часу та значення прискорення точки при t=0,5 c. 

Розв’язок 

Із закону руху точки у векторній і координатній формах 

jtRitRr
 22 sincos   ,   або  2cos tRx  , 2sin πtRy   

користуючись формулами (10.30), отримаємо для прискорення a


 

    ,sin2cos2cos2sin2 222222 jπtπtπtπRiπtπtπtπRrа




 222
x cos2sin2 πttπtπRxа   , 

 222 tsint2tcos2 ππππRyа y   , 

42412 tπRааа 2
y

2
x   . 

При t=0,5 c, одержимо 

jRiRа







 






 

2
12

2
12

 , 







 

2
12

Rax , 





 

2
12

Ray , 24   Ra ; 

24

1
cos







a , 
24

1
cos







a . 

У випадку закону руху в натуральній формі маємо 2Rts   і за форму-
лами (10.34) - (10.36) одержимо 
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RSa  2  , 

22
22

4 Rt
sv

an 




, 

42t4π1R2a   , 

а при t=0,5 с 

Rat 2 , Ran
2 , 

24   Ra . 

Прискорення та його компоненти 
показані на рис. 10.14. 

10.4. Рівномірний та рівнозмінний рухи точки 
 

Рівномірним називають такий рух точки, в якому точка за однакові 
проміжки часу проходить однакові відстані на своїй траєкторії. Оскі-
льки швидкість точки обчислюють за формулою (10.26) 

dt
ds

v  , 

то в рівномірному русі вона є сталою величиною, і коли записати 
vdtds  , 

то при constv   матимемо 

 
ts

s

vdtds
00

,   vtss  0 , 

тобто, закон рівномірного руху точки має вигляд 

vtss  0 ,      (10.37) 

де 0s  – значення дугової координати при 0t .  

Рівнозмінним називають такий рух точки, в якому швидкість 
точки за однакові проміжки часу змінюється на однакові величини. 

Оскільки тангенціальне прискорення точки обчислюють за фор-
мулою 

dt

dv
a  , 

Рис. 10.14 
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то в рівнозмінному русі це прискорення є сталою величиною, і коли 

запишемо dtadv τ , то при consta  матимемо 

 
v

v

t

dtadv
0 0

 , tavv  0 . 

Отже для швидкості точки отримаємо таку формулу 

tavv  0 ,        (10.38) 

де 0v  – значення швидкості при 0t . 

Ураховуючи, що 
dt

ds
v   і  dttavvdtds  0 , одержимо 

  
ts

s

dttavds
0

0

0

 , 
2

2

00

ta
tvss  , 

тобто, закон рівнозмінного руху точки має вигляд 

2

2

00

ta
tvss  .      (10.39). 

Задача 10.4. За заданими рівняннями ру-
ху точки в координатній формі tx 6  см, 

 2369 t-y   см встановити вигляд її траєк-

торії і для моменту часу c
3

2
1 t , знайти по-

ложення точки на траєкторії, швидкість, по-
вне, тангенціальне та нормальне прискорен-
ня, а також радіус кривизни траєкторії. 

Розв’язок 
Для встановлення рівняння траєкторії 

із закону руху виключимо час t  і одержимо 
29 xy  , 

тобто траєкторією точки є парабола (рис. 10.15). 
Обчислимо проекції швидкості та повного прискорення на координатні осі: 

6x  xv  , tyv 72y   ,  0 xax  , 72 yay  , 

а також модулі швидкості та прискорення: 

Рис. 10.15 
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222222 14416726 ttyxv   , 

7222  yxa  . 

Тангенціальне прискорення a  обчислимо за формулою 

22 1441

864

14416

7272

t

t

t

t

v

yyxx

dt

dv
a













 . 

Нормальне прискорення визначаємо так 
22
aaan  , 

а радіус кривизни обчислюємо з виразу 

na

v2

 . 

Для нашого випадку при c
3

2
1 t  точка перебуває в положенні з коор-

динатами смx 4 , смy 7  (рис. 10.15) і значення наведених вище вели-

чин дорівнюють 

с

см
v 6x  , 

с

см
vy 48 , 

с

см
v 4,48 , 

0xa , 272
с

см
ay  , 24,71

с

см
a  , 2n 28,9

с

см
a  , см4,252 . 

Усі визначені величини зображені на рис. 10.15. 
 

Контрольні запитання 
 

1. Що називають законом механічного руху тіла та точки? 
2.У яких формах можна подати закон руху точки? 
3. Який є взаємозв’язок між різними формами закону руху точки? 
4. Що називають годографом вектора? 
5. Визначення швидкості точки та способи її обчислення, якщо за-

кон руху точки заданий у векторній, координатній та натуральній фо-
рмах. 

6. Як визначити кривизну траєкторії точки? 
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7. Які осі утворюють натуральну систему координат і як направ-
лені одиничні орти цих осей? 

8. Визначення прискорення точки та способи його обчислення, 
якщо закон руху точки заданий у векторній, координатній та натура-
льній формах. 

9. Записати закон рівномірного та рівнозмінного руху точки. 
10. Як отримати рівняння траєкторії руху точки? 



 133

Глава 11. Основні види руху твердого тіла 
 

11.1. Число степенів вільності і закон руху твердого тіла. 
 

Числом степенів вільності твердого тіла (або будь-якої механіч-
ної системи) називають число незалежних параметрів, що однознач-
но визначають положення тіла відносно даної системи відліку. 

Отже, коли ці параметри задані, як функції часу, то можна вважа-
ти, що закон руху тіла відомий і складається із стількох рівнянь руху, 
скільки степенів вільності у тіла. Наприклад: вільна точка має три сте-
пені вільності, бо її положення і рух визначаються трьома незалежни-
ми координатами x, y, z ;  точка на поверхні має вже дві степені вільно-
сті, бо її координати повинні задовольняти рівняння поверхні і, отже, 
тільки дві з них можуть бути незалежними. Вільне тіло в просторі має 
шість степенів вільності, бо його положення в декартовій системі ви-
значається положенням будь-яких трьох точок, що не лежать на одній 
прямій. Проте дев'ять координат трьох точок повинні задовольняти 
три рівняння, які вимагають незмінності відстаней між точками твер-
дого тіла. Отже тільки шість координат є незалежними. 

Існує два основних види руху твердого тіла, з комбінації яких мо-
жна одержати інші більш складні його рухи. Такими рухами є посту-
пальний рух і обертальний рух навколо нерухомої осі. 

 
11.2. Поступальний рух твердого тіла 

 
Поступальним рухом твердого тіла називають такий його рух, в 

якому будь-яка пряма, проведена в тілі, зостається весь час парале-
льною самій собі. 

Оскільки в цьому разі положення тіла визначається однозначно 
положенням якогось відрізка АВ, а положення відрізка, що увесь час 
паралельний сам собі, визначається положенням будь-якої його точки, 
наприклад А, то тіло в поступальному русі має три степені вільності та 
його законом руху буде закон руху однієї точки тіла 

 txx AA  ,  tyy AA  ,  tzz AA  .    (11.1) 
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Властивості поступального 
руху тіла характеризує повністю 
теорема: при поступальному русі 
твердого тіла всі точки описують 
однакові траєкторії (рис. 11.2) та 
в кожний момент часу мають од-
накові швидкості та прискорення. 

Доведення. Якщо на твердому 
тілі (рис. 11.2) взяти дві точки А і 
В, то 

ABrr AB 


.        (11.2) 

де AB  – сталий за модулем і за напрямком вектор, а тому траєкто-
рія точки В зсунута порівняно з траєкторією точки А на сталий вектор 

AB  і однакова з нею. Візьмемо похідну по часу з рівності (11.2) 

0 AB rr  , або AB vv


 ,     (11.3) 

бо похідна сталого вектора AB  дорівнює нулю. 
Після диференціювання рівності (11.3) одержимо 

AB vv    або AB aa


 ,         (11.4) 

що й треба було довести. 
Отже, для вивчення поступального руху твердого тіла достатньо 

скористатися кінематикою однієї його точки. 
 

11.3. Обертальний рух тіла навколо нерухомої осі 
 

Обертанням навколо нерухомої осі називають такий рух тіла, в 
якому дві його точки зостаються весь час нерухомими. 

У цьому русі маємо цілу вісь нерухомих точок, яку називають віс-
сю обертання, а всі інші точки описують кола, розташовані в площи-
нах, перпендикулярних до осі обертання, з центрами на цій осі. 

Закон обертання тіла 

Якщо проведемо через вісь обертання Оz нерухому площину 0П  

і площину 1П , жорстко зв’язану з тілом, то положення тіла буде ви-

значеним положенням площини 1П . 

Рис. 11.2 
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Положення цієї площини в свою чергу 
визначається кутом   повороту відносно не-

рухомої площини 0П  (рис. 11.3). Отже, по-

ложення тіла в обертальному русі визначаєть-

ся одним параметром , тобто тіло має одну 

степінь вільності. Кут  називають кутом по-
вороту тіла. Якщо цей кут заданий як функція 
часу, то закон обертання тіла має вигляд 

 t  .     (11.5) 

Рис. 11.3 

Кутова швидкість та кутове прискорення 
Загальними характеристиками обертального руху тіла є кутова 

швидкість та кутове прискорення. 

Кутовою швидкістю  називають бистроту зміни кута поворо-
ту тіла з часом, тобто 








 dt

d

t
lim
t 0

.       (11.6) 

Кутова швидкість обертального руху тіла дорівнює похідній по 
часу від кута повороту тіла та є величиною алгебраїчною. 

Якщо 0 , то тіло обертається у бік зростання кута   

 0 , а коли 0  -  у бік зменшення кута    0 . 
Коли кут вимірюють у радіанах, то розмірність кутової швидкості 

с

рад
 або просто 1с

с

1  . У техніці кутову швидкість називають час-

тотою обертання та виражають в обертах за хвилину 
хв

об
n , . Оскіль-

ки один оберт це 2  радіан, тоді n  обертів за хвилину буде дорівню-

вати n2  радіан за хвилину або 
60

2 n
 радіан за секунду. Ураховуючи 

це, маємо таку залежність між   і n : 
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с
,

n 1

30

  ,        (11.7) 

де n  –  в обертах за хвилину. 
Кутовим прискоренням   в обертальному русі називають бист-

роту зміни кутової швидкості тіла з часом 








 dt

d

t
lim
t 0

, або    .   (11.8) 

Кутове прискорення дорівнює похідній по часу від кутової швид-
кості або другій похідній по часу від кута повороту тіла. 

Обертання тіла буде прискореним: а) при 0 , коли 0  і, 
отже, 0 , б) при 0 , коли 0  і, отже, 0 . 

Обертання тіла буде уповільненим: а) при 0  коли 0  і, 
отже, 0 , б) при 0 , коли 0  і, отже, 0 . 

Таким чином, рух тіла буде прискореним, якщо кутова швидкість 
і кутове прискорення мають однакові знаки, і уповільненим, якщо зна-
ки кутової швидкості та кутового прискорення різні. 

Рівномірне та рівнозмінне обертання тіла 
Рівномірним називають таке обертання тіла, коли за рівні про-

міжки часу кут повороту тіла змінюється на однакові величини, а це 
означає, що кутова швидкість  обертання є сталою величиною та згі-
дно з (11.6) отримаємо 




dt

d
, dtd   . 

Звідси після інтегрування при =const  одержимо 

 
t

dtd
00






,  t  0 . 

Отже, закон рівномірного обертання при заданій кутовій швидко-
сті буде мати вигляд 

t  0 ,       (11.9) 

де 0 - значення кута повороту   при 0t . 

Рівнозмінним називають таке обертання тіла, коли за однакові 
проміжки часу кутова швидкість змінюється на однакові величини, а 
це означає, що кутове прискорення   обертання є сталою величиною. 
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З формули (11.8) маємо 




dt

d
 і dtd   . 

Після інтегрування цих виразів при const  одержимо 

 
t

dtd
00






,  t  0 . 

Отже закон зміни кутової швидкості рівнозмінного руху має вигляд 

t  0 ,        (11.10) 

де 0  – значення кутової швидкості при 0t . 

Ураховуючи, що  dttdtd   0 , i інтегруючи цей ви-

раз при const , отримаємо 

  
t

dttd
0

0

0






,  
2

2

00
t

t
  , 

звідси закон рівнозмінного обертання тіла 

2

2

00
t

t
  .      (11.11) 

Слід звернути увагу, що формули, які характеризують рівномірне 
й рівнозмінне обертання тіла (11.9), (11.10), (11.11) цілком аналогічні 
до формул (10.37), (10.38), (10.39), що характеризують рівномірний та 
рівнозмінний рухи точки. 

Кутова швидкість і кутове прискорення як вектори 
Щоб охарактеризувати обертальний рух тіла навколо даної неру-

хомої осі, кутову швидкість обер-
тання вважають вектором, напрям-
леним уздовж осі обертання в той 
бік, звідки обертання тіла видно 
проти ходу годинникової стрілки і 
якщо вісь обертання Oz (рис. 11.4) 

має одиничний орт k


, то вектор 
кутової швидкості має вигляд 

k


  ,   (11.12) 
Рис. 11.4 
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де  - алгебраїчне значення кутової швидкості. 

Вектор   напрямлений вздовж k


 при 0  та в протилежний 
бік при 0 , якщо вважати, що кут обертання  відкладаємо проти 

годинникової стрілки, коли дивитися з вершини вектора k


 (рис. 11.4). 

Бистрота зміни вектора   кутової швидкості з часом, як його векторна 
похідна, дорівнює 

kk
dt

d

dt

d 

 
, 

тобто це вектор, що за величиною дорівнює кутовому прискоренню. 
Отже кутове прискорення теж є вектором 

k


  ,        (11.13) 
напрямленим уздовж осі обертання тіла. За формулами (11.12) і (11.13) 
видно, що вектори кутової швидкості та кутового прискорення в при-
скореному обертанні напрямлені в один бік, а в уповільненому обер-
танні напрямлені в протилежні боки вздовж осі обертання. 

Швидкості та прискорення точок тіла в обертальному русі 

Розглянемо обертальний рух тіла за 
законом  t   і зобразимо тіло так, 
щоб вісь обертання була перпенди-
кулярною до площини рисунка (рис. 
11.5) та проходила через точку O. Будь-
яка точка М тіла описує коло радіуса 

OMR  навколо точки O. Прямі 

0OП  і 1OП  – сліди перетину площин 

0П  і 1П  з площиною руху точки. 

Оскільки траєкторія точки відома, 
то для дугової координати точки М маємо 

 RRs   ,      (11.14) 

де кут  – стала величина, що утворена прямими ОМ і 1OП , жор-

стко зв’язаними з тілом. 
Швидкість точки визначають за формулою 

RRsv    .       (11.15) 

Рис. 11.5
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Отже, швидкості точок тіла в обертальному русі пропорційні від-
станям до точок від осі обертання і напрямлені по дотичній до траєк-
торій, тобто перпендикулярно до радіусів обертання (рис. 11.5). 

Прискорення точки визначають за його складовими: тангенціаль-
ним та нормальним прискореннями 

naaa


  ,        (11.16) 

які обчислюють за відомими формулами 

RRRsva    , 

RR
R

Rv
an

22
222




 .        

(11.17)

 

Отже 

 Ra  , 2Ran  ,  4222   Raaa n .  (11.18) 

Тангенціальне, нормальне 
й повне прискорення, як і 
швидкості точок, розподілені за 
лінійним законом, тобто пропо-
рційні відстаням до точок від 
осі обертання. Напрям танген-
ціального прискорення зумов-
лений напрямом кутового при-
скорення та в прискореному 

русі a


 напрямлене у той самий бік, що 

й швидкість точки, а в уповільненому русі – 
у протилежний бік. Нормальне прискорення 
завжди напрямлене до осі обертання. 
Напрямок повного прискорення визначать 
за кутом  , для якого (рис. 11.6) 

2
  ||

a

|a|
tg

n
     (11.19) 

і який для всіх точок тіла однаковий. 

Рис. 11.6 

Рис. 11.7 
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Векторні формули для швидкостей та прискорень точок тіла 
Розглянемо рух якоїсь точки М тіла в обертальному русі та зобрази-

мо на рис. 11.7 усі вектори обертального руху:  ,  , v


, a


, na


 і r


 – 

радіус-вектор точки М, проведений з будь-якого центра О на осі обертан-

ня. Розглянемо векторний добуток векторів   і r


, тобто r


 . 
Цей вектор за правилами векторного добутку напрямлений перпе-

ндикулярно до площини трикутника ОСМ у бік швидкості v


 точки, а 
за модулем дорівнює 

vRr|r|   sin


, 
а тому отримуємо таку векторну рівність 

rv


 ,        (11.20) 

тобто, швидкість точки М дорівнює векторному добутку кутової 
швидкості тіла на радіус-вектор точки відносно будь-якого центра 
на осі обертання. Формула (11.20) носить ім’я Ейлера. 

Аналогічно до цього, розглядаючи векторний добуток кутового 

прискорення   на радіус-вектор r


 точки M, 

r


 , 

приходимо до висновку, що цей добуток, як вектор, сумісний за напря-

мом з тангенціальним прискоренням a


 i за модулем дорівнює йому 

 aRsinr|r| 


, 

а тому маємо другу векторну рівність 

ra


  ,        (11.21) 

тобто, тангенціальне прискорення точки М дорівнює векторному до-
бутку кутового прискорення тіла на радіус-вектор r


 точки. 

Векторний добуток кутової швидкості   та швидкості v


 точки М 

v  

за напрямком сумісний з нормальним прискоренням na


 та дорівнює 

йому за модулем 

rrv|v| 2sin90   
, 

а тому маємо 

van


 .         (11.22) 
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11.4. Передавальні механізми 
 

Систему твердих тіл, призначену для передачі руху від одного чи 
декількох твердих тіл до інших твердих тіл називають механізмом. 
Тверді тіла, які входять до складу механізму, називають ланками. Пе-
редавальні механізми, які призначені для передавання обертального 
руху від одного тіла (вала) до іншого, називають механізмами передач. 
Ланку, з якої передають обертання, називають тяговою. Ланка, на яку 
передають обертання, називають тягненою. 

Обертальний рух можна передати за допомогою фрикційної, зу-
бчастої або пасової передач (рис. 11.8). У фрикційній передачі обер-
тання передається за допомогою сил тертя між поверхнями ланок (ко-
тків), що дотикаються (рис. 11.8, а); у зубчастій передачі – унаслідок 
зачеплення зубців коліс (рис. 11.8, б); у пасовій – за допомогою сил 
тертя між нескінченним пасом і шківами (рис. 11.8, в). 

Рис. 11.8 

За відсутності проковзування між ланками, які дотикаються чи за-
чіпляються, швидкість в точці А дотику для обох ланок однакова. 
Швидкість точок на ободі шківів пасової передачі за відсутності ков-

зання паса по шківах також однакові між собою ( BA vv  ): 

2211 RRvA   , 

звідси        
1

2

2

1

R

R





. 

Таким чином, для цих видів передач кутові швидкості обернено 
пропорційні до радіусів коліс. 

Відношення кутових швидкостей ланок називають передавальним 
відношенням 
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Відношення кутової швидкості тягової ланки до кутової швидко-
сті тягненої ланки називають передавальним числом 

2

1




u , або 
1

2

R

R
u  .      (11.24) 

Передавальне відношення є тільки кінематичною характеристи-
кою передачі і його завжди записують з нижніми індексами, порядок 
яких відповідає відношенню кутових швидкостей: перший індекс – це 
номер ланки, кутова швидкість якої записана у чисельнику, другий ін-
декс – номер ланки у знаменнику. Передавальне число є динамічною 
характеристикою передачі, оскільки вказує на напрям передачі енергії 
– від тягової ланки до тягненої. 

У разі зовнішнього дотикання котків фрикційної передачі чи за-
чеплення коліс зубчастої передачі (рис. 11.8, а) передавальне відно-
шення буде зі знаком мінус, оскільки кутові швидкості ланок направ-
лені у протилежні боки. У випадку внутрішнього дотикання чи зачеп-
лення ланок (рис. 11.8, б) передавальне відношення матиме знак плюс, 
тому що кутові швидкості ланок направлені в один бік. 

Оскільки число зубців колеса передачі пропорційне довжині пев-
ного кола на колесі, а, значить, і радіусу цього кола, то передавальне 
відношення та передавальне число можна визначити за співвідношен-
ням чисел зубців 

1

2

1

2

2

1
12 z

z

R

R
uu 




.     (11.25) 

Багатоступеневі зубчасті передачі виконані так, що передавання 
обертового руху від тягової колеса до тягненого відбувається за допо-
могою декількох проміжних коліс, які обертаються відносно нерухо-
мих осей. 

На рис. 11.9 обертання 
передається від колеса 1 до 
колеса 4 через колеса 2 і 3. 
Передавальне відношення 
такої передачі 

Рис. 11.9 
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Отже передавальне відношення багатоступеневої передачі дорівнює 
добутку передавальних відношень окремих одноступеневих передач. 

Задача 11.1. Визначити передавальне відношення 
зубчастої передачі (рис. 11.10), коли числа зубців коліс 

дорівнюють 45,15,40,20 4321  zzzz . 

Розв’язок 
Оскільки передавальне відношення багатоступене-

вої передачі дорівнює добутку передавальних відношень 
окремих одноступеневих передач, то запишемо 

6
15
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Контрольні запитання 

1. Що називають числом степенів вільності твердого тіла? 

2. Назвіть два основні види руху твердого тіла. 

3. До чого можна звести кінематику поступального руху твердого 
тіла? 

4. Що є траєкторією точки твердого тіла, яке обертається? 

5. Дайте означення кутової швидкості і кутового прискорення 
твердого тіла. 

6. Запишіть закон рівномірного та рівнозмінного обертання твер-
дого тіла. 

7. Як напрямлені вектори кутової швидкості і кутового приско-
рення при обертання твердого тіла? 

8. Запишіть вирази для швидкості та прискорення точки твердого 
тіла, яке обертається рівноприскорено або рівносповільнено. 

9. Запишіть та поясніть формулу Ейлера. 

10. Дайте означення механізму та ланки. 

Рис. 11.10 
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11. Назвіть механізми для передачі обертального руху. 

12. Що називають передавальним відношенням та передавальним 
числом? 

13. Запишіть передавальне відношення для зубчастої передачі, яка 
складається з двох зубчастих коліс з внутрішнім зачепленням зубців. 

14. Запишіть передавальне відношення для механізмів з рядним та 
ступеневим зачепленням зубців. 
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Глава 12. Кінематика складного руху точки 
 

Складний рух точки, або взагалі будь-якого тіла, відбувається тоді, 
коли точка чи тіло рухається в системі координат Oxyz , яка здійснює 

рух в нерухомій системі координат 1111 zyxO . На практиці рухома си-

стема координат пов’язана з матеріальним тілом, що здійснює той чи 
інший рух, а по цьому тілу рухається точка, яка таким чином перебуває 
в складному русі, бо крім руху по тілу рухається ще й разом з тілом. 

12.1. Означення параметрів складного руху 
Рух точки М відносно нерухомої системи координат називають 

абсолютним рухом (рис. 12.1); рух точки М відносно рухомої системи 
координат Oxyz  називають відносним рухом; рух рухомої системи 

координат Oxyz  відносно нерухомої системи координат 1111 zyxO  

називають переносним рухом. 
Швидкості та прискорення точки М в абсолютному русі й у відно-

сному русі називають відповідно абсо-
лютними і відносними швидкостями та 
прискореннями, а швидкість та приско-
рення тієї точки M1 рухомої системи ко-
ординат Oxyz , з якою в даний момент 

часу збігається точка М, називають пе-
реносними швидкістю та прискоренням 
точки М. 

Рис. 12.1 

Відносну швидкість та відносне прискорення можна уявляти як 
швидкість та прискорення точки М, які обчислює спостерігач у рухо-
мій системі координат, не звертаючи уваги на рух самої системи. Пе-
реносна швидкість і переносне прискорення – це швидкість та приско-
рення точки М, уявно жорстко зв’язаної з точкою M1 рухомої системи 
координат, які обчислює спостерігач у нерухомій системі координат. 

12.2. Обчислення швидкостей і прискорень у складному русі 

Якщо подати радіус-вектор r


 точки М в рухомій системі коорди-
нат у вигляді 
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kzjyixr


         (12.1) 

і врахувати, що в будь-який момент часу має місце рівність 

rrr


 01 ,         (12.2) 

то для вектора 1r


, проведеного з початку нерухомої системи коорди-

нат у точку М, матимемо 

zkxjxirr


 01 .       (12.3) 

Для обчислення абсолютної швидкості та абсолютного приско-

рення точки М треба диференціювати вектор 1r


 за умови, що в форму-

лі (12.3) для нерухомого спостерігача, який перебуває в точці O1, усі 
величини змінні, а тому 

kzjyixkzjyixrrv









 01 ,     (12.4) 

 kzjyixkzjyixkzjyixrra 











 201   (12.5) 

Відносну швидкість rv


 та відносне прискорення ra


 обчислимо, 

як спостерігач у рухомій системі координат, диференціюванням век-
тора r


 за умови, що в формулі (12.1) координатні орти незмінні. 

Отримаємо 

  kzjyixrvr










 0 ,      (12.6) 

  kzjyixrar










 0 ,       (12.7) 

де нижній індекс 0 означає, що диференціювання здійснене при 

сталих координатних ортах i


, j


, k


. 

Переносну швидкість ev


 та переносне прискорення ea


, як швид-

кість і прискорення точки М1 рухомої системи, обчислимо диференцію-

ванням вектора 1r


 як нерухомий спостерігач в точці 1О , але за умови, 

що в формулі (12.3) x, у, z є сталими величинами як координати точки, 
які жорстко зв’язані з рухомою системою координат Oxyz . Отже, 

  kzjyixrrv k


 01e ,      (12.8) 
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  kzjyxrra ke


 01 ,     (12.9) 

де нижній індекс k означає, що диференціювання здійснене при 
сталих координатах x, у, z. 

12.3. Теореми про додавання швидкостей і прискорень 
 

Порівнюючи рівності (12.4), (12.6) і (12.8), сформулюємо теорему 
про додавання швидкостей у складному русі точки: абсолютна швид-
кість точки дорівнює геометричній сумі переносної і відносної швид-
костей: 

re vvv


 .       (12.10) 

Аналогічно, порівнюючи рівності (12.5), (12.7) і (12.9), сформу-
люємо теорему про додавання прискорень у складному русі точки: аб-
солютне прискорення точки дорівнює геометричній сумі переносного, 
відносного та прискорення Коріоліса: 

cre aaaa


 ,     (12.11) 

де 




  kzjyixac





2  – прискорення Коріоліса. 

Розглянемо поступальний та обертальний випадки руху рухомої 
системи координат як руху твердого тіла. 

Якщо переносний рух (рух рухомої системи координат) поступа-

льний, то одиничні орти i


, j


, k


 будуть незмінними і за модулем й 

за напрямком, а тому 0i


, 0j


, 0k


 і прискорення Коріоліса до-

рівнює нулю ( 0ca


). У цьому випадку теорему про додавання при-

скорень сформулюємо так: абсолютне прискорення при поступально-
му переносному русі дорівнює геометричній сумі переносного і віднос-
ного прискорень 

re aaa


 .        (12.12) 

Якщо переносний рух обертальний, то похідні по часу від ортів 

i


, j


, k


, будучи швидкостями кінців цих векторів в обертальному 

русі з кутовою швидкістю e


, за формулою (11.20) набудуть вигляду: 
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ii e

  , jj e

  , kk e

  , 

а тому для прискорення Коріоліса одержимо 

  reec vωkzjyixωa










 22 ,   (12.13) 

де враховано (12.6). 
Отже, прискорення Коріоліса виникає тоді, коли переносний рух є 

обертальним з кутовою швидкістю e


. 

Якщо провести аналіз походження прискорення Коріоліса, то мо-
жна дійти до висновку: прискорення Коріоліса - це геометрична сума 
бистроти додаткової зміни відносної швидкості за рахунок переносно-
го обертання і бистроти додаткової зміни переносної швидкості за ра-
хунок відносного переміщення точки у системі координат, яка оберта-
ється. Ці додаткові зміни відносної і переносної швидкостей не врахо-
вуються відносним і переносним прискоренням у тому означенні, яке 
було їм надане. Для більш детального пояснення походження приско-
рення Коріоліса розглянемо приклад. Тіло рухається рівномірно 
вздовж радіуса диска, який рівномірно обертається навколо осі, перпе-
ндикулярної до площини рисунка (рис. 12.2). Відносною швидкістю 
тіла є швидкість його руху вздовж радіуса, а переносною – швидкість 
тієї точки диска, в якій у даний момент часу перебуває тіло. 

Нехай у момент часу t  тіло перебуває в положенні 1M , а в мо-

мент часу tt   - у положенні 2M . Оскільки відносний рух тіла є 

рівномірним і прямолінійним, то відносне прискорення 0ra


. 

Проте за час t  відносна швидкість тіла зміниться за напрямом 

від rv


 до rv 


унаслідок обертання диска. 

За той самий проміжок часу t  зміниться 
і модуль переносної швидкості від 

1OMv ee    до 2OMv ee   , тому 

що тіло перемістилося з положення 1M  у 

положення 2M . Такі зміни  швидкостей 

rv


 і ev


 викликають появу прискорення 

Коріоліса. 
Рис. 12.2 
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Модуль прискорення Коріоліса обчислюють як модуль векторно-
го добутку (12.13) 

)v,(sinva rerec


  2 .                         (12.14) 

Прискорення Коріоліса дорівнює нулю у трьох випадках: 
1) коли переносний рух є поступальним або в момент перетворен-

ня в нуль кутової швидкості не поступального переносного руху 
( 0e


); 

2) коли відсутній відносний рух точки або у момент перетворення 
в нуль відносної швидкості рухомої точки ( 0rv


); 

3) коли відносна швидкість точки є паралельною до осі переносно-
го обертання ( 0 )v,(sin re


 , 0 )v,( re


  або   ),( re v


). 

Прикладом такого випадку є рух точки вздовж твірної циліндра, який 
обертається навколо своєї осі). 

Напрям прискорення Коріоліса визна-
чають за правилом векторного добутку або 
за правилом Жуковського: для визначення 

напряму прискорення ca


 потрібно спроек-

тувати відносну швидкість точки на площи-
ну, перпендикулярну до осі переносного 
обертання, і повернути отриману проекцію 
на цій площині у бік переносного обертання 

на кут 90  (рис. 12.3). 

Рис. 12.3 

Задача 12.1. Обчислити абсолютні 
швидкість v


 і прискорення a


 точки М при 

ctt
6

1
1  . Точка M рухається в площині 

квадрата D за законом 

смtsOM 2
r 150  по дузі кола, радіус 

якого дорівнює стороні квадрата смR 25 . 
Квадрат обертається навколо точки О1 (рис. 

12.4) за законом  радtt 2
e 5,175,0  . 

Розв'язок 
У даному складному русі точки М відносний рух – це рух точки по дузі 

Рис. 12.4
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ОО1 на квадраті D; переносний рух - це обертальний рух квадрата D навколо 
точки О1. Кутова швидкість і кутове прискорення цього руху дорівнюють 

 
c

te
1

375,0e   , 2

1
3

c
ee   . 

Положення точки М при ctt
6

1
1   визначається координатою rs  або 

кутом  

30
62536

150



 рад

R

sr  . 

Для обчислення параметрів відносного руху точки, як спостерігач на 
квадраті, не будемо звертати увагу на обертання квадрата, вивчаючи рух точ-
ки по дузі кола ОО1 (рис. 12.4). Обчислюємо відносні швидкість й прискорен-
ня точки М 

с

см
tsv r 300r   , AMv r


, 

2300
с

см
πva rrτ   , rrτ v||a


 (рух прискорений) 

2
222 3600/
с

см
tRva rnr  , MAarn ||


. 

При сtt
6

1
1   маємо 

с

см
vr 157 , 

2942
с

см
ar  , 

2942
с

см
a nr  . 

Для обчислення переносних швидкості та прискорення точки уявно 
з’єднаємо точку М з квадратом і, як нерухомий спостерігач, вивчаємо її рух 
разом з квадратом (рис. 12.5), який обертається 
навколо точки О1. Одержимо 

  ,,375,011e с

см
tMOMOv e    

MOv 1e 


, 

,3 211
с

см
MOMOa ee    ee va


||   

(рух прискорений), 
Рис. 12.5 



 151

,,3t)  (0,75 2
2

1
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1
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MOMOa een   1MO||aen


, 

коли сtt
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1
1  : 

с

см
v 25,31e  , 275

с

см
ae  , 21,39

с

см
aen  . 

Оскільки переносний рух є обертальним, то крім відносного і перенос-
ного прискорень слід обчислити і прискорення Коріоліса 

rec va


 2 ,  rerec vva


,sin2   . 

Вектор переносної кутової швидкості e


 (кутової швидкості обертання 

квадрата D), напрямлений перпендикулярно до площини рис. 12.4 від нас. 

Отже, за правилом векторного добутку вектор сa


 напрямлений перпендику-

лярно до площини векторів rv


 і e


 у той бік, звідки поворот вектора e


 до 

вектора rv


 на кут менший ніж 180° видно проти ходу годинникової стрілки. 

Величина прискорення Коріоліса при 

сtt
6

1
1   дорівнює 

25,3922
с

см
va rec   . 

Зобразимо всі параметри цього скла-
дного руху на рис. 12.4 і обчислимо абсо-
лютні швидкість і прискорення способом 
проектування на координатні осі Оxy 
(рис. 12.6): 

evvv


 r , 

с

см
vvvvv erexrxx 10830cos30cos   , 

с

см
vvvvv ereyryy 9460cos60cos   , 

с

см
vvv yx 1,14322  , 

Рис. 12.6 



 152 

ceneτrnrτcer aaaaaaaaa


 , 

звідси 
 60cos60cos30cos60cos30cos cenernrx aaaaaa   ; 

 30сos30сos60сos30cos60cos cenernry aaaaaa   , 

2
441

с

см
ax  ; 21084

с

см
ay  ; 2

22 1128
с

см
aaa yx  . 

Побудувавши у певному масштабі xv , yv , xa , ya , можна одержати 

напрямок абсолютної швидкості і напрямок абсолютного прискорення. 
 

Контрольні запитання 
 

1. Який рух точки називають абсолютним, відносним та перенос-
ним? 

2. Сформулюйте теореми про додавання швидкостей та приско-
рень точки в абсолютному русі. 

3. Назвіть причини появи прискорення Коріоліса. 
4. Запишіть формулу для визначення прискорення Коріоліса. 
5. Як визначити напрям прискорення Коріоліса? 
6. У яких випадках прискорення Коріоліса дорівнює нулю? 
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Глава  13.Плоскопаралельний  (плоский)  рух  
твердого  тіла  

 
Раніше були розглянуті основні рухи твердого тіла – поступаль-

ний та обертальний. Основними, а також і найпростішими, рухами їх 
називають тому, що всі інші рухи твердого тіла можуть бути складені 
з цих двох рухів. Перейдемо до вивчення одного з таких складних ру-
хів - плоскопаралельного. 

Плоскопаралельним або плоским рухом твердого тіла називають 
такий його рух, коли всі точки тіла рухаються в площинах, паралель-
них деякій нерухомій площині. 

Плоский рух є досить розповсюдженим у техніці, бо приблизно 
98% всіх механізмів є плоскими і багато 
з них мають ланки, які рухаються плос-
копаралельно. Таким, наприклад, є рух 
шатуна АВ у кривошипно-повзунному 
механізмі (рис. 13.1). 

Рис. 13.1 

13.1. Плоский рух тіла та рух плоскої фігури. 
Рівняння руху плоскої фігури 

 
Розглянемо тіло, яке рухається паралельно нерухомій площині Н 

(рис. 13.2). Розглянемо також площину Q, паралельну площині Н, та 
переріз S тіла, розміщений у площині Q. Точки тіла, що лежать на 
прямій 21АА , перпендикулярній до площин Н і Q, рухаються так само, 

як точка А, яка розміщена в перерізі S. Якщо взяти інші точки тіла, то 
кожна з них рухається так само, як відповідна точка в перерізі S цього 

тіла. Отже, вивчаючи плоскопа-
ралельний рух тіла, достатньо 
розглядати рух його плоского 
перерізу S, тобто рух плоскої фі-
гури в її площині. Для цього вве-
демо систему координат Оху, у 
якій розглянемо рух плоского 
перерізу S (рис. 13.3). 

Рис. 13.2 
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Положення плоскої фігу-
ри в площині Оху повністю ви-
значається положенням якої-
небудь прямої АВ цієї фігури, 
а положення прямої АВ можна 
визначити, задавши координа-
ти Ax  та Ay  точки А і кут   

між прямою АВ та віссю х. 
Під час руху тіла величи-

ни Ax , Ay ,   будуть зміню-

ватися, вони є функціями часу t: 

 tfxA 1 ,  tfyA 2 ,  tf3 .    (13.1) 

Якщо ці функції задані, то в кожний момент часу можна знайти 
положення плоскої фігури. Тобто рівняння (13.1) визначають закон 
руху цієї фігури. Точку А, за допомогою якої визначають положення 
плоскої фігури, називають полюсом. 

Покажемо, що плоский рух можна 
розглядати як складний рух, що скла-
дається з поступального та оберта-
льного рухів. Для цього розглянемо 
переміщення плоскої фігури із задано-
го положення І в інше положення ІІ 
(рис. 13.4). Оскільки положення фігу-
ри повністю визначається положенням 
прямої АВ, надалі положення фігури 
будемо зображати на рисунку тільки 
цією прямою. 

Переміщення фігури з положення І в положення IІ може бути 
здійснене наступним чином. Спочатку фігуру перемістимо поступаль-
но так, щоб точка А, рухаючись по своїй траєкторії, перейшла з поло-

ження А1 у положення А2, а пряма зайняла положення 12ВА  . Потім 

повернемо фігуру навколо точки 2А  на кут 1  так, щоб фігура зайня-

ла положення ІІ. Слід пам’ятати, що в реальному русі обидва ці пере-
міщення здійснюються разом за один і той же час. 

З’ясуємо, як зміняться складові частини переміщення фігури при 
зміні полюса. Візьмемо за полюс точку В прямої АВ. Поступальна час-

Рис. 13.4 

Рис. 13.3 
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тина загального переміщення при цьому зміниться (точка В рухається 
інакше, ніж точка А). Але обертальна частина переміщення залишаєть-
ся незмінною за величиною та напрямом обертання: 

21    .        (13.2) 

Сказане вище про розкладання плоского руху стосувалось кінце-
вих переміщень. Проте все залишається справедливим і для елемента-
рних переміщень у кожний момент руху фігури. Отже, можна зробити 
висновок, що рух плоскої фігури в її площині завжди можна розкласти 
на два рухи: 1) поступальний рух, в якому всі точки цієї фігури руха-
ються так, як будь-яка точка цієї фігури, вибрана за полюс, і 2) обер-
тальний рух фігури навколо полюса. 

Основними кінематичними характеристиками плоского руху є 
швидкість та прискорення поступального руху, які дорівнюють швид-

кості і прискоренню полюса ( Avv


пост , Ааa


пост ), а також кутова 

швидкість   і кутове прискорення  обертального руху навколо по-
люса. Значення цих характеристик у будь-який момент часу можна 
знайти за рівняннями (13.1). При цьому, щоб визначити параметри 

обертального руху, зв’яжемо з точкою A, 
вибраною за полюс, рухому систему коор-

динат yxА  , осі якої під час руху зали-

шаються паралельними нерухомим осям 
Оху (рис. 13.5). Розглянемо в рухомій сис-
темі координат обертальний рух фігури 
навколо точки А. Кутові швидкість та при-
скорення визначають, як відомо, за фор-
мулами: 

Рис. 13.5 

 
dt

d
,        (13.3) 

 
dt

d
.         (13.4) 

Диференціюючи рівняння (13.2) за часом, знаходимо що 

21    і 21   , тобто кутова швидкість та кутове прискорення 

тіла не залежать від вибору полюса. 
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13.2. Теорема про швидкість точки плоскої фігури 
 

Теорема. Швидкість довільної точки плоскої фігури дорівнює ве-
кторній сумі швидкості полюса та швидкості цієї точки в її оберта-
льному русі разом з плоскою фігурою навколо цього полюса. 

Доведення. Розглянемо рух плоскої фігури в площині рисунку. 

Точку А, швидкість якої відома й дорівнює Av


, виберемо за полюс. 

Визначимо швидкість будь-якої іншої точки плоскої фігури, на-
приклад, точки М (рис. 13.6). Рух точок 
А і М визначимо радіусами-векторами 

Ar


 і Mr


, проведеними з деякої неру-

хомої точки О площини. Тоді в довіль-

ний момент часу між векторами MA rr


,  

і AMr 


 має місце співвідношення 

rrr AM


 . 

Рис. 13.6 

Диференціюючи обидві частини рівності за часом, одержуємо 

dt

rd

dt

rd

dt

rd AM


 , або 

dt

rd
vv AM



 . 

Оскільки для твердого тіла віддаль constAM  , то вектор r


 

під час руху фігури змінюється лише за напрямком і похідна 
dt

rd


 є 

швидкістю точки в її обертальному русі навколо полюса А, яку позна-

чимо MAv


. 

Обертальну швидкість MAv


 можна записати у вигляді векторного 

добутку вектора кутової швидкості плоскої фігури   на радіус-вектор 
r


 точки М відносно полюса А 

rvMA


  .                     (13.5) 

Вектор MAv


 направлений перпендикулярно до відрізка АМ у бік 

обертання плоскої фігури і має модуль 
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AMvMA   .          (13.6) 

Отже швидкість точки М фігури визначають за формулою 

rvv AM


  ,        (13.7) 

або 

MAAM vvv


    MAvMA 


      (13.8) 

і теорема доведена. 
Швидкість точки М зображають діагоналлю паралелограму, побу-

дованого в точці М на векторах Av


 і MAv


 (рис. 13.6). 

 
13.3. Теорема про проекції швидкостей двох точок тіла 

 
Із формули (13.8) легко одержати рівність, що зв’язує величини 

швидкостей двох точок плоскої фігури. Для цього спроектуємо векто-
рне рівняння (13.8) на лінію АВ (вісь Ах на рис. 13.7): 

BAxAxBx vvv  . 

Але швидкість BAv


 перпендикулярна до АВ, тому 0BAxv . Отже, 

AxBx vv           (13.9) 

або        coscos  AB vv .       (13.10) 

Останні формули виражають таку теорему: проекції швидкостей 
двох точок плоскої фігури на пряму, що з’єднує ці точки, дорівнюють 
одна одній. 

Якщо напрям векторів відомий, то 
ця теорема дозволяє знайти одну з не-
відомих швидкостей. Але у випадку, 

коли вектори Av


 і Bv


 перпендикуляр-

ні до прямої АВ, ця теорема не дає ре-
зультату і слід застосовувати інші ме-
тоди. 

Рис. 13.7 
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13.4. Миттєвий центр швидкостей. Визначення швидкостей точок 
за допомогою миттєвого центра швидкостей 

 

У плоскому русі, якщо 0 , завжди існує точка, швидкість 

якої в даний момент часу дорівнює нулю. Цю точку називають мит-
тєвим центром швидкостей. 

Нехай у даний момент часу відома швид-

кість Av


 деякої точки А плоскої фігури і 

0 . Доведемо, що миттєвий центр швидко-
стей розміщений на прямій, перпендикулярній 

до Av


. Для цього візьмемо точку М на цій пря-

мій (рис. 13.8) і визначимо її швидкість за до-
помогою формули розподілу швидкостей (13.8): 

MAAM vvv


 . 

Вектор швидкості MAv


 для заданого напрямку кутової швидкості 

  буде напрямлений протилежно Av


 і за величиною дорівнювати 

AMvA   . Якщо змінювати положення точки М, завжди можна 

знайти таку точку, позначимо її буквою Р, для якої APA vAPv    

(на рис. 13.8 показано розподіл швидкостей точок на прямій АР). Для 

цього потрібно взяти відстань 

Av

AP  . Отже положення точки Р є 

однозначно визначеним і швидкість цієї точки 

0 PAAP vvv


. 

Припустимо тепер, що ми знаємо по-
ложення миттєвого центра швидкостей – 
точки Р (рис 13.9). Взявши цю точку за по-
люс, визначимо за допомогою формули 
(13.8) швидкості точок плоскої фігури, 
враховуючи, що 0Pv


, 

APAPPA vvvv


 ;  (13.11) 
Рис. 13.9 

Рис. 13.8 
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BPBPPB vvvv


 .      (13.12) 

Тобто швидкості точок А і В визначаємо як швидкості в оберталь-
ному русі навколо точки Р. Вони напрямлені перпендикулярно до від-
різків АР і ВР у бік обертання фігури, а їх величини можна обчислити 
за формулами: 

APvv APA   ,       (13.13) 

BPvv BPB   .       (13.14) 

На рис. 13.9 показано розподіл швидкостей точок плоскої фігури 
відносно миттєвого центра швидкостей. 

З останніх формул отримаємо, що 

BP

AP

v

v

B

A    і  
BP

v

AP

v BA  .    (13.15) 

Отже, формули (13.11) і (13.12), а також формули, що з них ви-
пливають, показують, що швидкості точок у кожний момент руху пло-
скої фігури можна визначити так, як при обертанні цієї фігури навколо 
миттєвого центра швидкостей. 

Наведені формули дозволяють обчислювати швидкості точок плос-
кої фігури та визначати її кутову швидкість. Але для цього спочатку по-
трібно знайти положення миттєвого центра швидкостей. Зазначимо, що 
це положення весь час змінюється, цим пояснюється назва цієї точки. 

З рис. 13.9 видно, що в загальному випадку миттєвий центр 
швидкостей є точкою перетину перпендикулярів, проведених до век-
торів швидкостей точок фігури. 

Розглянемо окремі випадки визначення положення миттєвого 
центра швидкостей. 

1. Якщо плоска фігура рухається так, 
що її контур котиться без ковзання по де-
якій нерухомій поверхні (як, наприклад, 
при коченні колеса, рис. 13.10), то для точ-
ки Р рухомого контуру, в якій він стикаєть-
ся з нерухомою поверхнею, 0Pv . Ця 
швидкість дорівнює нулю тому, що через 
відсутність відносного руху точок стикання їх швидкості повинні бути 
однаковими, а одна з цих точок належить нерухомій поверхні. Отже, 
точка Р є миттєвим центром швидкостей. 

Рис. 13.10 
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2. Швидкості двох точок плоскої фігури паралельні та ці точки 
розміщені на одному перпендикулярі до напрямів їх швидкостей (рис. 
13.11). Застосовуючи рівняння (13.15), точку Р можна знайти графіч-

ним способом, якщо провести через кінці Av


 і Bv


 пряму до перетину 

з лінією АВ. Тут можливі два випадки, коли точка Р розміщена за ме-
жами (рис. 13.11, а) або посередині відрізка АВ (рис. 13.11, б). 

Рис. 13.11        Рис. 13.12 

3. Швидкості точок А і В у даний момент паралельні між собою та 
не перпендикулярні до лінії АВ (рис. 13.12). Перпендикуляри до векто-

рів Av


 і Bv


 не перетинаються. Кажуть, що в цьому разі миттєвий центр 

швидкостей розміщений у нескінченності. Характеристики руху можна 
знайти, якщо в формулах (13.15) відстані до точки Р нескінченно збіль-
шувати. Отримаємо, що швидкості точок А і В та всіх інших точок у да-
ний момент однакові, а кутова швидкість фігури дорівнює нулю. 

Рух плоскої фігури в даний момент називають миттєво поступальним. 
Розглянуті випадки визначення положення миттєвого центра 

швидкостей дозволяють за допомогою формул (13.13 – 13.15) обчис-
лювати швидкості точок плоскої фігури та її кутову швидкість. 

Зауважимо, що для дослідження руху механізмів, тобто систем, 
які складаються з декількох тіл (ланок), миттєві центри швидкостей 
та кутові швидкості треба визначати окремо для кожного тіла, яке 
рухається плоскопаралельно. 

 
13.5. План швидкостей 

 
У інженерній практиці при визначенні швидкостей точок плоскої 

фігури часто використовують плани швидкостей. 
Планом швидкостей називають графічне зображення векторів 

швидкостей точок плоскої фігури у фіксований момент її руху. 
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Для побудови плану швидкостей потрібно знати величину та на-
прям швидкості однієї точки плоскої фігури, напрям швидкості будь-
якої іншої її точки і взаємне розміщення точок фігури. Нехай для да-

ного моменту часу відомі швидкість Av


 точки А і напрям швидкості 

точки В (рис. 13.13, а). 

Рис. 13.13 

Потрібно визначити для цього моменту часу швидкість точки В, а 
також швидкість деякої точки С цієї фігури. Для визначення швидко-
сті точки В виберемо за полюс точку А. Тоді, згідно з формулою (13.8), 
швидкість точки В визначаємо так: 

BAAB vvv


 ,        (13.16) 

де швидкість BAv


 перпендикулярна до АВ. 

Для побудови плану швидкостей відкладемо від довільної точки О 

у вибраному масштабі вектор AvОа


  (рис. 13.13, б) і проведемо 

пряму Ob , паралельну лінії Bb , на якій від точки О будемо відклада-

ти вектор швидкості Bv


. Отже, пряма Ob  – це геометричне місце кі-

нців вектора Bv


. 

З іншого боку згідно з формулою (13.16) цей вектор дорівнює 

BAA vv


 , тобто кінець вектора Bv


 збігається з кінцем швидкості 

BAv


, яка напрямлена вздовж прямої ab , перпендикулярної до АВ. Та-

ким чином, точка b  перетину ліній Ob  і ab , паралельних швидко-

стям Bv


 і BAv


, визначає у вибраному масштабі ці швидкості: 

ObvB 


 і abvAB 


. 
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Щоб знайти швидкість довільної точки С, яка не розміщена на 
відрізку АВ, приймаючи послідовно за полюси точки А і В, запишемо 
для цієї швидкості два векторні рівняння 

CААC vvv


 ,         (13.17) 

CBВC vvv


 .        (13.18) 

Беручи до уваги рівняння (13.17), проведемо з точки а – кінця 

вектора Av


 – пряму ас, перпендикулярну до відрізку АС або парале-

льну швидкості CAv


. На цій прямій розміщений кінець вектора CAv


 і 

Cv


, що дорівнює сумі CAA vv


 . 

Ураховуючи тепер рівняння (13.18) та проводячи з точки b  пряму 
bc , перпендикулярну до відрізка ВС, з’ясовуємо, що кінець швидко-

сті Cv


 повинен лежати і на цій прямій. Отже, знаходячи точку с пере-

тину прямих ас і bс, визначимо швидкості 

OcvC 


,  acvCA 


,  bcvCB 


. 

Як відомо (див. формулу (13.7)), АBаbvВА   ; 

АCаcvСА   ; BCbcvСВ   , тобто 


BC

bc

AC

ac

AB

ab
.      (13.19) 

Таким чином, відрізки, які з’єднують кінці векторів швидкостей 
на плані швидкостей, за напрямком перпендикулярні до відрізків, що 
з’єднують відповідні точки фігури, а за модулем пропорційні до цих 
відрізків. 

Звідси випливає, що швидкість довільної точки М, яка розміщена 
на відрізку АВ, знайдемо, якщо поділимо відрізок аb у тому ж відно-

шенні, в якому точка М ділить відрізок АВ 





 

MB

AM

mb

am
. 

Тоді вектор Om  у вибраному масштабі виражає швидкість Mv


. 

Модуль кутової швидкості фігури, якщо побудований план швидко-
стей, визначають за залежністю (13.19). 
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13.6. Прискорення точки плоскої фігури 
 

Теорема. Прискорення довільної точки плоскої фігури дорівнює 
векторній сумі прискорення полюса та прискорення точки в її обер-
тальному русі разом з фігурою навколо полюса. 

Доведення. Швидкість довільної точки М плоскої фігури, згідно з 
формулою (13.7), дорівнює 

rvv AM


  , 

де   - кутова швидкість фігури; AMr 


 – радіус-вектор, 
проведений з полюса А у точку М (рис. 13.6). 

Продиференціювавши обидві частини цієї векторної рівності, 
одержимо: 

dt

rd
r

dt

d

dt

vd

dt

vd AM





 
                (13.20) 

Тут  



dt

d
, M

M a
dt

vd 


 , A
A a

dt

vd 


 . Розкриємо зміст останньо-

го доданку в формулі (13.20). Ураховуючи, що rv
dt

rd
MA




  , 

r)r(
dt

rd 



 2 , рівність (13.20) запишемо у вигляді 

rraa AM

 2 . 

Уведемо позначення 

raMA


 

,    ra n
MA


 2 .     (13.21) 

Прискорення 

MAa


 і 
n
MAa


 є відповідно обертальним і доцентровим 

прискорення точки М при обертальному русі фігури навколо полюса А. 
Отже, 

n
MAMAAM aaaa


 
,      (13.22) 

де векторна сума останніх двох доданків є повним прискоренням 
точки М при обертанні фігури навколо полюса А 

n
MAMAMA aaa


 
.      (13.23) 

Таким чином,     MAAM aaa


 .        (13.24) 

Теорему доведено. 
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Вектор 

MAa


 напрямлений перпендикулярно до відрізка АМ у бік 

дугової стрілки кутового прискорення  , а вектор 
n
MAa


 завжди напрям-

лений від точки М до полюса. Очевидно, що вектори 

MAa


 і 
n
MAa


 перпе-

ндикулярні, тому модуль повного прискорення обертального руху 

    4222   MAaaa n
MAMAMA ,          (13.25) 

бо    MAaMA  
;   r


 ,   MAan

MA  2            (13.26) 

Кут  , який утворює вектор 

MAa


 з відрізком АМ  (рис. 13.14), ви-

значають із співвідношення 

2







n
MA

MA

a

a
tg .  (13.27) 

З формули (13.27) випливає, що 
кут   не залежить від вибору полю-
са та в даний момент часу має одна-
кове значення для всіх точок плоскої 
фігури. 

13.7. Миттєвий центр прискорень. Визначення прискорень точок 
плоскої фігури за допомогою миттєвого центра прискорень 

 
Теорема. При непоступальному 

русі плоскої фігури у своїй площині в 
кожний момент часу існує точка, не-
змінно зв’язана з плоскою фігурою, 
прискорення якої дорівнює нулю. Цю 
точка називають миттєвим центром 
прискорень. 

Доведення. Припустимо, що нам 

відомо прискорення Aa


 точки А, а та-

кож кутова швидкість   і кутове при-
скорення   фігури (рис. 13.15). Обчи-

Рис. 13.14 

Рис. 13.15 
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слимо величину кута   за формулою (13.27) і проведемо під цим ку-

том до вектора Aa


 промінь, який відкладемо у бік дугової стрілки ку-

тового прискорення  . На цьому промені відкладемо відрізок AQ, до-
вжина якого дорівнює 

42  
 Aa

AQ .       (13.28) 

Покажемо, що 0Qa


, тобто, що точка Q є миттєвим центром 

прискорень. Дійсно, згідно з формулами (13.22), (13.23), (13.26), 
(13.28) 

QAAQ aaa


 , 

де  A
A

QА a
a

AQa 


 42

42

42 


 . 

Крім цього, вектор QAa


 утворює з відрізком AQ такий самий кут 

 , який утворює з AQ і вектор Aa


. Це означає, що вектор QAa


 пара-

лельний вектору Aa


 і в силу прийнятого правила відліку кута   век-

тори Aa


 і QAa


 будуть завжди протилежно напрямлені, тобто 

QAA aa


  (рис. 13.15). Звідси випливає, що 

0 QAAQ aaa


 

і точка Q є миттєвим центром прискорень. Теорема доведена. Зауважи-
мо, що це доведення одночасно дає правило побудови миттєвого центра 
прискорень. Якщо положення миттєвого центра прискорень Q відоме, 
то, вибравши його за полюс, для прискорення довільної точки М плос-
кої фігури за формулою (13.24) одержуємо 

MQMQQM aaaa


 , бо  0Qa


,  

і        42   MQaa MAM .    (13.29) 

Отже прискорення всіх точок фігури в даний момент часу пропо-
рційні їх відстаням до миттєвого центра прискорень Q: 
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42  
BQ

a

AQ

a

MQ

a BAM .    (13.30) 

Крім цього кути, які утворюють 
вектори прискорень з відрізками, 
що з’єднують відповідні точки з 
центром Q, однакові та дорівнюють   
(рис. 13.16). 

Це означає, що прискорення всіх 
точок плоскої фігури розподілені в даний 
момент так, ніби вона обертається на-
вколо центра Q, як нерухомого. 

Зауважимо, що миттєвий центр 
швидкостей Р і миттєвий центр приско-
рень Q – різні точки. Вони збігаються 
лише в тому випадку, коли фігура здій-
снює обертальний рух навколо нерухо-
мого центра обертання. 

Задача 13.1. Для заданого положення механізму (рис. 13.17) обчислити 
швидкості та прискорення точок A, B, C, D і кутові швидкості та прискорення 
всіх ланок, якщо кривошип ОА обертається з кутовим прискоренням 

2
4

с

рад
OA  , маючи в даний момент кутову швидкість 

с

рад
OA 2 , а та-

кож смOA 30 , смr 10 , смAC 45 , смAD 20 . Кочення колеса   
по колесу  відбувається без ковзання. 

Розв’язок 
У даному механізмі кривошип ОА пе-

ребуває в обертальному русі, а колесо   і 
ланка АС – в плоскопаралельному русі. 

Для розв’язку задачі розглянемо по-
слідовно рух кожної ланки окремо. 

а). Кривошип ОА перебуває в оберта-
льному русі (рис. 13.18), а тому швидкість 
та прискорення точки А обчислимо за відо-
мими кутовою швидкістю і кутовим при-
скоренням: Рис. 13.17

Рис. 13.16 
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c

cм
OAv OAA 60302  ; 


A

n
AA aaa  ; 

2
22 120302

с

см
OAa OA

n
A   , 

2
120304

с

см
OAa OAA   . 

Напрямки швидкості Av


 і скла-

дових прискорення Aa


 показані на 

рис. 13.18. 

б). Колесо   котиться без ковзання 
по нерухомому колесу   й перебуває в 
плоскопаралельному русі. Швидкість і 
прискорення центра А вже відомі, а точ-
ка дотику до колеса   є миттєвим 
центром швидкостей унаслідок відсут-
ності ковзання. За цими даними потрібно 
обчислити швидкість і прискорення точ-
ки В, кутову швидкість та кутове при-
скорення колеса  . Оскільки точка Р 
(рис. 13.19) є миттєвим центром швидкостей, швидкість точки В напрямлена 
перпендикулярно до прямої ВР у бік обертання колеса ІІ  і її обчислюємо за 
співвідношенням (13.15): 

AB

BP

v

v

A

B  ; с
см85,84260 

AP

BP
vv AB . 

За співвідношенням (13.15) можна також обчислити кутову швидкість 
колеса  : 

BP

v

AP

v BA 2 ; 
с

рад

r

OA

AP

v OAA 6
10

302
2 






 . 

Зазначимо, що швидкість 2  відповідає заданому моменту часу. Щоб 

знайти кутове прискорення колеса  , продиференціюємо вираз 

OA
OAA

r

OA

AP

v  32 


  

Рис. 13.19 

Рис. 13.18 
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і знайдемо 
2

2
2 124333

с

рад

dt

d

dt

d
OA

OA   . 

На рис. 13.20, а показано напрям 2  з урахуванням того, що обертання 

колеса 2 прискорене ( 2  збільшується). 

Прискорення точки можна визначити за формулою розподілу прискорень 

ВАAB aaa


 , 

або       
BA

n
BAA

n
AB aaaaa


 . 

Знаючи 2  і 2 , обчислимо 

2
22

2 360106
с

см
ran

BA   , 

22 1201012
с

см
raBA    

і покажемо в точці В усі складові прискорення Ba


 (рис. 13.20, а). Дода-

вши прискорення, що напрямлені по одній прямій, отримаємо два взаємно 
перпендикулярних вектори, які за величиною дорівнюють (рис. 13.20, б) 


BA

n
A aaa 1  і 

A
n
BA aaa 2 . 

Тоді         22 
A

n
BABA

n
BB aaaaa  , 

або      
22

39,34,339
с

м

с

см
aB  . 

Напрям вектора Ba


 можна знайти з побудованого прямокутника (рис. 

13.20, б). 

Рис. 13.20 
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в). Ланка АС, як і колесо  , перебуває у плоскопаралельному русі. Зна-
ючи швидкість точки А, знайдемо швидкості інших точок шатуна АС і його 
кутову швидкість за допомогою миттєвого центра швидкостей і плану швид-
костей (рис. 13.21, а, б). 

Оскільки точка С рухається вздовж вертикальної лінії, тобто швидкість 

Cv


 паралельна до швидкості Av


, перпендикуляри до швидкостей C


 і Av


 не 

перетинаються, то миттєвий центр швидкостей розміщений у нескінченності. 
Отже швидкості всіх точок ланки в даний момент однакові 

с

см
vvv ADC 60 , а кутова швидкість ланки 0AC . 

Рис. 13.21 

Визначимо тепер швидкості точок ланки АС за допомогою плану швид-
костей (рис. 13.21, б). Для цього відкладемо від довільної точки О відрізок 
Оа, який зображує у вибраному масштабі швидкість точки А. 

Для визначення швидкості точки С застосовуємо формулу 

CAAC vvv


 , в якій напрями швидкостей Cv


 і Av


 відомі. 

З точки a - кінця вектора Av


 - проводимо перпендикулярну до ланки АС 

лінію, вздовж якої напрямлена швидкість CAv


, а з точки О – вертикальну лі-

нію, паралельну швидкості Cv


. Точка с перетину цих ліній визначає швидко-

сті OсvC 


 і acvCA 


. 
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Отже 
с

см
vv AC 60 , 0CAv . Щоб визначити Dv


, треба розділи-

ти відрізок ас на плані швидкостей на частини, пропорційні відрізкам AD і 

DC ланки АС. Оскільки 0ac , то точка d збігається з точками а і с, 

с

см
vvv ACD 60 . Кутова швидкість ланки АС дорівнює 

0
AC

vCA
AC . 

Прискорення точки С знайдемо за формулою розподілу прискорень 
(13.23): 


CA

n
CAA

n
AC aaaaa


 ,  де 02  ACa AC

n
CA  . 

 Отже      
CAA

n
AC aaaa


 . 

У цій формулі прискорення Ca


 і 
CAa


 невідомі за величиною. Лінії ж дії 

їх відомі: Ca


 напрямлена по вертикалі, а 
CAa


 - перпендикулярно до АС. 

Напрямки цих векторів уздовж вказаних прямих виберемо довільно. 
Якщо при обчисленні одержимо від’ємні значення, то їх напрямки змінимо на 
протилежні. 

Невідомі прискорення в останньому рівнянні обчислимо проектуванням 
цього рівняння на осі координат Сх і Су 

сos300  
CA

n
A aa ;  30sin 

CAAC aaa . 

З цих рівностей одержимо 

2
6,138

866,0

120

30 с

см

сos

a
a

n
A

CA 


 ; 

2
7,505,06,13812030sin
с

см
aaa CAAC   . 

Кутове прискорення ланки АС дорівнює 

2
08,3

45

6,138

с

рад

AC

aCA 


 . 
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Від’ємний знак Ca  вказує на те, що напрям вектора цього прискорення 

протилежний до прийнятого. Напрям кутового прискорення AC  з урахуван-

ням напряму вектора 
CAa


 показано на рис. 13.21, а. 

Прискорення точки D визначено за формулою прискорень 

DA

n
DAA

n
AD aaaaa


 , 

де 0n
DAa , а 

DAa  може бути обчислене за відомим кутовим приско-

ренням AC : 

2
6,612008,3
с

см
ADa CADA   . 

Проектуючи тепер векторне рівняння для Da


 на ті ж самі осі координат 

Сх і Су, одержимо (рис. 13.21, а) 

2
7,66866,06,6112030cos
с

см
aaa DA

n
ADx   ; 

2
2,895,06,6112030sin
с

см
aaa DAADy   ; 

   
2

22 4,111
с

см
aaa DyDxD  , 

а напрям вектора Da


 визначено на рис. 13.21, в. 

Визначимо ще прискорення точок ланки АС за допомогою плану при-
скорень (рис. 13.21, г). З довільної точки О у вибраному масштабі відкладемо 

відрізки AOn  і anA , що виражають прискорення n
Aa


 і 
Aa


, і проведемо век-

тор AaOa


 . Щоб знайти прискорення точки С застосуємо, як і раніше, фо-

рмулу прискорень 

CA

n
CAAAC aaaaa


 , 

де прискорення n
CAa


 напрямлене вздовж ланки АС, а прискорення 

CAa


 

перпендикулярне цій ланці. Але 02  ACa AC
n
CA , тому з точки а – кін-

ця вектора Aa


 – проводимо лінію, паралельну вектору 
CAa


 до перетину з ве-

ртикальною лінією, проведеною з точки О, вздовж якої напрямлене приско-

рення Ca


. 
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Точка с перетину цих ліній визначає прискорення OcaC 


 і 

acaCA 


. З урахуванням масштабу знаходимо 

2
53

с

см
aС  , 

2
140

с

см
aCA 
 . 

Щоб знайти прискорення точки D, поділимо відрізок ас на плані приско-

рень на відрізки ad і dc у відношенні 
DC

AD

dc

ad
 . Відрізок Od, що з’єднує то-

чку О з точкою d, визначає прискорення точки D: OdaD 


, а величина при-

скорення 
2

108
с

см
aD  . 

Зазначимо, що похибка при визначенні прискорень за допомогою плану 
прискорень не перевищує 5%. 

 
Контрольні запитання 

 
1. Дайте визначення плоского руху. 
2. Яку точка називають полюсом плоского руху ? 
3. Назвіть кінематичні характеристики плоского руху. 
4. Сформулюйте теореми про швидкість та прискорення точки 

плоскої фігури. 
5. Сформулюйте теорему про проекції швидкостей двох точок тіла. 
6. Які точки називають миттєвими центрами швидкостей та при-

скорень ? 
7. У якому випадку миттєвий центр швидкостей та прискорень є 

сумісними точками ? 
9. Що називають планом швидкостей ? 
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Глава  14.  Складний рух твердого тіла 
 

Поняття складного руху тіла аналогічне до поняття складного ру-
ху точки. Так само як і для точки, для тіла розглядають переносний, 
відносний та абсолютний рухи. Означення цих рухів можна отримати 
з відповідних означень для точки, якщо замінити слово "точка" на сло-
во "тіло". 

Наприклад, переносним рухом тіла називають рух рухомої систе-
ми координат відносно нерухомої системи або рух тіла разом з рухо-
мою системою координат відносно нерухомої. Задачею кінематики 
складного руху тіла є визначення залежностей між характеристиками 
абсолютного, переносного та відносного рухів. 

Плоскопаралельний рух тіла, який розглянуто в попередній главі, 
є одним із випадків складного руху тіла. Розглянемо також інші випа-
дки такого руху. 

14.1. Додавання двох обертальних рухів тіла 
навколо паралельних осей 

 
Розглянемо тіло (диск на 

рис. 14.1), який обертається 
навколо своєї осі AA1 . Ця 
вісь закріплена на кривошипі 

1OA , який, в свою чергу, обе-

ртається навколо осі ОВ, па-

ралельної AA1 . 

Припустимо, що диск і 
кривошип обертаються в один 
бік з кутовими швидкостями 

відповідно 1  і 2 . 

На рис. 14.1 показано ду-
гові стрілки, а також вектори 
кутових швидкостей. Диск бе-
ре участь одночасно у двох 
обертальних рухах: 

Рис. 14.1 



 174 

1) навколо осі AA1 , з кутовою швидкістю 1  (відносний рух); 

2) навколо осі 0В з кутовою швидкістю 2  (переносний рух). 

Отже, рух диска – складний. 
Визначимо характер абсолютного руху диска та параметри цього 

руху. Для цього розглянемо швидкості його точок  А і В. Для точки А 

ABOAvA  212  . 

Щоб визначити Bv , розглянемо рух точки В як складний з пере-

носним обертальним рухом навколо осі OB. Оскільки переносна шви-
дкість у такому русі дорівнює нулю, маємо 

ABvv BrB  1 . 

Вектори Av


 і Bv


 паралельні між собою (обидва перпендикулярні 

до АВ) і напрямлені у протилежні боки. 
Швидкості точок А і В також можна визначити іншим способом. 

Прийнявши до уваги, що абсолютний рух диска – плоскопаралельний, 
знайдемо положення миттєвого центра швидкостей – точки Р (рис. 
14.1). Вважаючи, що навколо миттєвого центра швидкостей диск (точ-
ніше, плоский переріз диска) обертається з кутовою швидкістю  , за-
пишемо 

APvA   ,  BPvB   . 

Поєднуючи вказані формули, отримаємо 

APABvA  2 ;      (14.1) 

BPABvB  1 .      (14.2) 

Додавши ці рівності, визначимо  : 

   BPAPAB   21 , 

або          21   .           (14.3) 

Ця рівність визначає кутову швидкість обертання плоского пере-
різу диска навколо точки Р. Як відомо, швидкість точки Р дорівнює 
нулю. Такі ж швидкості мають у даний момент точки диска, які лежать 
на прямій, що проходить через точку Р перпендикулярно до диска. 
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Цю пряму називають миттєвою віссю обертання диска. Таким чином, 
абсолютним рухом диска є обертальний рух навколо миттєвої осі, па-
ралельної до осей переносного і відносного обертань, з кутовою швид-
кістю  . 

З рівностей (14.1) і (14.2) також випливає, що 

APBPAB
21 

 .        (14.4) 

Формули (14.3) і (14.4) визначають кутову швидкість абсолютного 
обертального руху та положення миттєвої осі обертання. 

Отже, при додаванні двох напрямлених в один бік обертальних ру-
хів тіла навколо паралельних осей абсолютним рухом тіла є миттєво 
обертальний рух навколо осі, паралельної заданим, з кутовою швидкі-
стю, що дорівнює сумі кутових швидкостей складових обертань. 
Миттєва вісь абсолютного обертання поділяє відстань між осями 
складових обертань на відрізки, обернено пропорційні величинам зада-
них кутових швидкостей. 

Якщо зобразити вектор   кутової швидкості тіла в абсолютному 
русі, то побачимо, що вектори кутових швидкостей при обертанні на-
вколо паралельних осей додають як вектори паралельних сил у 
статиці. 

Розглянемо випадок додавання обертальних рухів тіла, коли на-
прями переносного та відносного обертань протилежні, причому 

21   , наприклад, 21    (рис. 14.2). Тоді, замість рівностей 

(14.1) i (14.2) отримаємо 

APABvA  2 ;      (14.5) 

BPABvB  1 ,      (14.6) 

звідси           APBPAB  21   

або         21   .          (14.7) 

Миттєва вісь у даному випадку розташована за межами відрізка 
АВ за більшою кутовою швидкістю, а її положення, що випливає з рів-
ностей (14.5) і (14.6), визначається рівністю (14.4). 
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Таким чином, при додаванні двох протилежно напрямлених обе-
ртальних рухів з нерівними за модулем кутовими швидкостями навко-
ло паралельних осей абсолютним рухом тіла є миттєво обертальний 
рух навколо осі, паралельної заданим осям, з кутовою швидкістю, що 
дорівнює арифметичній різниці кутових швидкостей складових обер-
тань. Миттєва вісь абсолютного обертання зовні розділяє відстань 
між осями складових обертань на відрізки, обернено пропорційні до 
величин заданих кутових швидкостей. 

Рис. 14.2                                                             Рис. 14.3 

Вектори кутових швидкостей у цьому випадку, як і в попередньо-
му, додають як вектори паралельних сил в статиці. 

Розглянемо випадок, коли обертання навколо паралельних осей 
протилежні за напрямом і їх кутові швидкості однакові за величиною 

 21   . Таку сукупність обертальних рухів називають парою обе-

ртань, а вектори 1  і 2  утворюють пару кутових швидкостей (рис. 
14.3). У цьому разі отримуємо, що 

ABvA  2 , ABvB  1  

і           BA vv  . 
Тоді миттєвий центр швидкостей розміститься у нескінченності, 
0 , а всі точки тіла в даний момент матимуть однакові швидкості 

ABv  1 . Таким чином, абсолютний pyх тіла буде поступальним 
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(або миттєво поступальним) зі швидкістю v


, що дорівнює чисельно 
AB1  і напрямлена перпендикулярно до площини, яка проходить 

через вектори 1


 і 2 . Тобто величину та напрям вектора v


 визна-

чають як момент пари обертання  21, 
: 

 21, 
mv  .        (14.8) 

Інакше кажучи, пара обертань еквівалентна поступальному (або 
миттєво поступальному) руху зі швидкістю v


, яка дорівнює моменту 

пари кутових швидкостей цих обертань. 
Прикладом такого руху є поступальний 

рух педалі DE відносно рами велосипеда 
(рис. 14.4), що є результатом переносного 
обертання навколо осі В і відносного обер-
тання педалі навколо своєї осі А з рівними та 
протилежно напрямленими кутовими швид-
костями. Швидкість поступального руху пе-

далі ABv  2 . 

Отже, в усіх випадках додавання обер-
тань навколо паралельних осей можна провести таку аналогію з стати-
кою: вектори кутових швидкостей таких обертань додають як век-
тори паралельних сил у статиці. Величину ж абсолютної кутової 
швидкості можна обчислювати за формулою 

21   , 

якщо кутові швидкості вважати алгебраїчними величинами. 
 

14.2. Розрахунок планетарних і диференціальних механізмів. 
Формули Вілліса 

Для проведення розра-
хунку використовують фор-
мули, які зв’язують між со-
бою кутові швидкості двох 
коліс зубчастої передачі з 
нерухомими осями (рис. 
14.5). Нагадаємо ці форму-
ли, беручи до уваги не  тіль-
ки абсолютні величини, а й 

Рис. 14.5 

Рис.14.4 
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напрямки обертання, тобто розглядаючи кутові швидкості як алгебраїч-
ні величини. Якщо врахувати, що у передачі з зовнішнім зачепленням 
(рис. 14.5, а) колеса обертаються у різні боки і їх кутові швидкості ма-
ють протилежні знаки, а для передачі з внутрішнім зачепленням (рис. 
14.5, б) напрям обертання і знак кутових швидкостей обох коліс однако-
вий, можна записати 

1

2

1

2

2

1

2

1

z

z

r

r

n

n





.     (14.9) 

У цій формулі i  - це кутова швидкість і-го колеса (виражена у 

рад/с), in  - його частота обертання (число обертів за хвилину), ir  та 

iz  - радіус та число зубців колеса. Для передачі з зовнішнім зачеплен-

ням беруть знак "мінус", а з внутрішнім зачепленням - "плюс". 
Перейдемо тепер до розгляду планетарних і диференціальних ме-

ханізмів (передач). Такими називають механізми, які мають у своєму 
складі зубчасті колеса з pyxомими осями. Будь-який планетарний або 
диференціальний механізм складається з трьох груп елементів (ланок): 

центральних коліс, сателітів і кривошипа 
(водила). 

На рис. 14.6 показана найпростіша пла-
нетарна передача, в якій центральне колесо 1 
закріплене нерухомо, а сателіт 2 обертається 
кривошипом ОА навколо осі центрального 
колеса. На відміну від планетарного механіз-
му у диференціальному механізмі центральне 
колесо теж обертається, одержуючи рух від 
незалежного двигуна. Планетарні і диферен-
ціальні передачі набули поширення в техніці, 
наприклад, завдяки тому, що вони можуть 
невеликою кількістю зубчастих коліс забез-
печувати великі передавальні відношення. 

Рис. 14.6 

Кінематичний розрахунок таких передач можна здійснити, напри-
клад, за допомогою миттєвих центрів швидкостей, або способом уявної 
зупинки кривошипа (способом Вілліса). Розглянемо застосування спо-
собу зупинки на прикладі планетарного механізму (рис. 14.7). 
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Цей спосіб поля-
гає у тому, що умовно 
зупиняють рух криво-
шипа ОА. 

Для цього всім 
ланкам механізму 
(всьому механізму) на-
дамо додаткового обе-
ртального руху навко-
ло осі О з кутовою 
швидкістю, що дорів-
нює за модулем і про-
тилежна за напрямом кутовій швидкості кр  кривошипа. 

Тоді кривошип і осі закріплених на ньому коліс стануть нерухоми-
ми  0кркр  , а весь механізм стане звичайним зубчатим механі-

змом з нерухомими осями (рис. 14.8), який називають оберненмим 
механізмом. 

Кутові швидкості 

всіх коліс i~  в обер-

неному механізмі від-
повідно до (14.7) дорі-
внюватимуть різниці 
своїх фактичних куто-
вих швидкостей і куто-
вої швидкості криво-
шипа кр , тобто 

кр  ii
~ .            (14.10) 

Знаючи кутові швидкості коліс, ураховуючи рівність (14.9), для 
звичайної зубчастої передачі (рис. 14.8) запишемо: 
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,      (14.11) 

де       32
~~   ,           (14.12) 

Рис. 14.7 

Рис. 14.8
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оскільки колеса 2 і 3 рухаються разом. Підставимо у формули (14.11) 
та (14.12) вирази (14.10) та отримаємо 
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;        (14.13) 
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;        (14.14) 

кр3кр2   .        (14.15) 

Перемножимо ліві та праві частини рівностей (14.13) і (14.14) з 
урахуванням (14.15). Одержимо 
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.       (14.16) 

Для заданого механізму в ці формули треба підставити 01   

(шестерня 1 нерухома). 
Формули (14.13), (14.14) і (14.16) називають формулами Вілліса. 

За їх допомогою можна знайти невідомі кутові швидкості. Звичайно, 
замість величин, які записані в формулах (14.11) – (14.15), можна, з 
урахуванням рівностей (14.9), використовувати інші параметри. До-
дамо також, що для диференціальної передачі розрахунок проводять 
аналогічно. 

Наприклад, якщо б у заданому механізмі (рис. 14.7) колесо 1 не 

було закріплене та могло обертатися з кутовою швидкістю 1 , то всі 

формули залишилися б такими самими, тільки, звичайно, у формулі 
(14.13) 01  . 

 
14.3. Додавання обертальних рухів тіла навколо осей, 

що перетинаються 

Розглянемо приклад руху диска D (рис. 14.9), який обертається: на-

вколо своєї осі ВС з кутовою швидкістю 1  і навколо осі 1AZ  разом з 

кривошипом АВ з кутовою швидкістю 2 . Отже, рух диска складний, 

оскільки він бере участь у двох обертальних рухах навколо осей, що пе-
ретинаються в точці О. 
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Візьмемо тепер довільний випадок 
такого складного руху та в точці О пере-

тину осей 1z  і z  (рис. 14.10) зобразимо 

вектори 1


 і 2  кутових швидкостей 

складових рухів. Точка О тіла, що нале-
жить обом осям, залишається нерухомою 
під час руху тіла. Знайдемо швидкість то-
чки М тіла, положення якої відносно точ-
ки О (відносно нерухомих осей координат, 
що зв’язані з точкою О) визначається ра-
діусом-вектором r


. Зважаючи, що рух 

точки М складний, запишемо 

rM vvv


 e .         (14.17) 

Застосовуючи формулу Ейлера для швидкостей у переносному та 

відносному обертальних рухах точки М навколо осей 1Oz  і Oz , ма-

тимемо 

rve


 2 ,         (14.18) 

rvr


 1 ,         (14.19) 

  rvM


 21  .      (14.20) 

У площині zOz1  обов’язково знайдеться точка К тіла, швидкість 

якої в дану мить дорівнює нулю. Дійсно, для точки К, що перебуває, як і 

точка М, у складному русі, швидкості ev


 і rv


 напрямлені в протилежні 

боки і їх сума дорівнює нулю, якщо вибрати відстані 1h  і 2h  так, щоб 

2211 hh   . 

Отже, пряма ОК , що проходить через нерухомі в даний момент то-
чки О та К, є миттєвою віссю обертання тіла й абсолютний рух тіла в 
даний момент можна розглядати як миттєвий обертальний рух з деякою 

кутовою швидкістю   навколо миттєвої осі. Направимо вектор   уз-
довж цієї осі та застосуємо знову формулу Ейлера: 

Рис. 14.9 
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rvM


 ,     (14.21) 

Прирівнюючи праві частини формул (14.20) і 
(14.21), отримаємо формулу 

21  
 ,     (14.22) 

згідно з якою побудований паралелограм кутових 
швидкостей (рис. 14.10). 

Таким чином, у разі додавання двох оберта-
льних рухів тіла навколо осей, що перетинаються 
в деякій точці О, абсолютним рухом тіла буде 

обертальний рух навколо миттєвої осі, що проходить через точку О, 
з кутовою швидкістю, що дорівнює геометричній сумі кутових швид-
костей складових рухів. 

Задача 14.1. Тяговий вал І диференціального механізму обертається з ча-

стотою 
хв

об
n 1200І  . Знайти число обертів за хвилину 4n  тягненого вала 

з зубчастим колесом 4, якщо зубчасте колесо 1 з внутрішнім зачепленням 

обертається незалежно від вала І з кутовою швидкістю 
хв

об
n 30001  , на-

прямленою у той самий бік, що і кутова швидкість вала І. Колесо 1 має 

1801 z  зубців, спарені між собою шестірні 2 

і 3 мають 602 z  і 403 z  зубців, шестірня 

4, розміщена на тягненому валу, має 804 z  

зубців. 
Розв’язок 

Цей диференціальний механізм має два 
степені вільності, тобто однозначний рух усіх 
ланок механізму можливий за заданими неза-
лежними рухами двох яких-небудь ланок 

 1, nn . 

Щоб застосувати формули Вілліса, треба 
спочатку з’ясувати, яка ланка надає рух колесам 

Рис. 14.10 

Рис.14.11 
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з рухомими осями (колеса 2 і 3) і яку додаткову швидкість треба надати меха-
нізму, щоб уявно зупинити цю ланку. 

У нашому прикладі такою ланкою є тяговий вал з кривошипом, на якому 
вільно посаженні спарені шестерні 2 і 3, і додаткова кутова швидкість дорів-

нює (– n ). Розглядаючи зачеплення коліс 1 і 2, а також 3 і 4, запишемо для 

них формули типу (14.1З), (14.14): 

1
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nn
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 .     (14.23) 

Зауважимо, що 32 nn  . Тоді, перемножуючи ліві і праві частини рівно-

стей (14.23), отримаємо 

31

42
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 ,       (14.24) 

звідси 

хв
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  . 

Знак мінус означає, що тягнений вал обертається в бік, протилежний 
обертанню тягового вала. 

 
Контрольні запитання 

 
1. Який рух тіла називають складним рухом? 
2. Що називають миттєвою віссю обертання ? 
3. Де проходить миттєва вісь обертання при додаванні двох обер-

тальних рухів навколо паралельних осей? 
4.Як проходить миттєва вісь обертання твердого тіла, при дода-

ванні двох обертальних рухів навколо осей, які перетинаються? 
5. Як визначається кутова швидкість обертання тіла навколо мит-

тєвої осі? 
6. Що таке пара обертань ? 
7. Який механізм називають оберненим ? 
8. Записати формули Вілліса. 
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9. В якому значенні зубчаcтих коліс (внутрішньому або зовніш-
ньому) змінюється напрямок обертання веденої ланки на протилеж-
ний? 

10. Дайте визначення планетарного і диференціального  механіз-
мів. Яка у них відмінність? 

11. З яких елементів (ланок) складається планетарний та диферен-
ціальний механізми? 

12. Що таке передаточне число? 
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РОЗДІЛ  3 .  ДИНАМІКА  

Глава  15.  Динаміка  точки  

15.1. Основні поняття та закони динаміки 

Динаміка – це розділ механіки, в якому вивчають механічний рух 
матеріальних об'єктів з урахуванням сил, що діють на ці об'єкти. 

Уперше термін "Динаміка" ввів німецький математик Г. Лейбніц. 
Основними поняттями динаміки є: матеріальна точка, сила, маса, аб-
солютно тверде тіло. 

Маса – це фізична величина, яка є мірою інертних і гравітаційних 
властивостей речовини. 

Сили в динаміці поділяють на сталі та змінні. У загальному випа-
дку будемо вважати, що сила є функцією часу, радіуса–вектора та 
швидкості матеріальної точки, до якої вона прикладена, тобто: 

),,( vrtFF


 .       (15.1) 

Через те, що різні точки тіла можуть рухатися неоднаково, деякі 
положення та висновки потрібно застосувати тільки для окремих мате-
ріальних точок, а не для всього тіла. Тому динаміку поділяють на дві 
частини: динаміка матеріальної точки та динаміка матеріальної системи. 

Коли розміри тіл малі порівняно з траєкторіями, що описуються 
цими тілами, їх можна розглядати як точки, наприклад, рух планет 
Сонячної системи. 

Закони динаміки точки можна застосовувати до тіл, що рухаються 
поступально, коли потрібно визначити рух тіла загалом, а не його 
окремих точок. 

В основу динаміки покладено закони динаміки точки, які встано-
влені шляхом узагальнення результатів цілого ряду експериментів і 
спостережень, присвячених вивченню руху тіл, та перевірці їх практи-
кою. Ці закони вперше були сформульовані Г. Галілеєм та І. Ньюто-
ном у XVII столітті та викладені в класичному творі Ньютона "Мате-
матичні начала натуральної філософії" (1687 р.). 

Закон І (перший закон Ньютона). Матеріальна точка перебуває в 
стані спокою, або рухається рівномірно та прямолінійно, якщо на неї 
не діють ніякі сили, або діє система взаємно зрівноважених сил. 

Перший закон Ньютона (закон інерції) виражає критерій наявності сис-
теми відліку, в якій можна розглядати рух матеріальних тіл. 
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Інерціальною системою відліку називають систему відліку, в якій 
справджується закон інерції. 

У класичній механіці допускається існування інерціальної системи 
відліку. Слід зазначити, що неможливо виділити абсолютно інерціальну 
систему відліку. Проте її існування з певною достовірністю підтверджу-
ється експериментально. Для вивчення руху тіл на Землі як інерціальну 
можна прийняти геоцентричну систему відліку, що незмінно пов'язана з 
Землею. Похибка, яка вноситься при цьому, невелика. 

Інерціальну систему відліку будемо ще називати умовно 
нерухомою. 

Закон ІІ (другий закон Ньютона). Зміна кількості руху пропорційна 
прикладеній силі та проходить у напрямі прямої, по якій діє ця сила. 

Кількість руху – це міра механічного руху, яка для матеріальної 
точки дорівнює добутку її маси m  на швидкість v


. Тому з математи-

чно другий закон Ньютона виражається такою рівністю 

  Fvm
dt

d 
 .       (15.2) 

Якщо маса матеріальної точки не залежить від часу, тоді 

  am
dt

vd
mvm

dt

d 



  

і рівність (15.2) запишемо у вигляді 

Fam


 ,         (15.3) 

де a


 – прискорення, яке набуває точка від дії сили F


. 

Другий закон Ньютона має місце тільки в інерціальній системі 
відліку. Рівняння (15.3) – основне рівняння динаміки точки. 

Закон III (закон рівності дії та 
протидії). Сили взаємодії двох ма-
теріальних точок однакові за вели-
чиною та протилежні за напрямком 
(рис. 15.1), тобто: 

2112 FF


 .    (15.4) 

Рис. 15.1 

Цей закон називають третім законом Ньютона. 
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Підкреслимо, що із рівності дії та протидії та протилежності сил 
за напрямком зовсім не випливає їх взаємна рівновага, бо ці сили при-
кладені до різних тіл. 

Закон ІV (принцип незалежності дій сил). Прискорення, яке отри-
мує матеріальна точка від дії на неї водночас декількох сил, дорівнює 
векторній сумі прискорень, які точка отримує від дії кожної сили 
зокрема. 

Це значить, що у разі дії на матеріальну точку водночас декількох 

сил ),...,2,1( nkFk 


 допускається справедливість рівності 





n

k
kFam

1


 .             (15.5) 

Рівняння (15.5) – це основне рівняння динаміки вільної матеріаль-
ної точки. Це рівняння є справедливим і для невільної матеріальної 
точки, на яку накладені в'язі. Потрібно тільки до прикладених сил до-
дати реакції в'язей, тобто: 





n

k
k

n

k
k RFam

11


,       (15.6) 

де kR


 – реакція k–ої в'язі. Рівняння (15.6) – основне рівняння ди-

наміки невільної матеріальної точки. 

15.2. Задачі динаміки точки 

У динаміці розв'язують дві основні задачі. Сформулюємо ці задачі 
для вільної точки. Перша або пряма задача динаміки: за відомими за-
коном руху точки та її масою, встановити, під дією яких сил відбува-
ється цей рух. Друга (основна) задача – обернена задача динаміки: за 
відомими масою точки та силами, які діють на неї, а також початкови-
ми умовами (початкове положення та початкова швидкість), визначи-
ти закон руху точки. 

Для невільної точки дві основні задачі динаміки є такими: перша 
задача – за відомими законом руху точки, активними силами, які діють 
на неї, а також її масою, визначити рівнодійну реакцій в'язей; друга 
(основна) задача – за відомими активними силами, які діють на точку, 
її масою, а також початковими умовами, визначити закон руху точки 
та реакції в'язей. 
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Задача 15.1. Повітряна куля та корзина загальною вагою G


 опускають-

ся з прискоренням a


. Якої ваги Q


 вантаж необхідно скинути, щоб куля по-

чала підніматися з таким самим прискоренням? 

Розв’язок 

На кулю, що опускається, діє сила ваги G


 та підіймальна сила F


 
(рис. 15.2, а) Запишемо рівняння руху кулі в проекціях на вертикаль 

.FGa
g

G
  

Коли вантаж скинути (рис. 15.2, б), 
то вага кулі дорівнюватиме QG  , а 

підіймальна сила залишиться тією ж. 
Враховуючи, що куля при цьому буде 
рухатися угору, отримаємо: 

).( QGFa
g

QG



 

Виключаючи з цих двох рівнянь 
невідому силу F , знайдемо: 

.
2

ga

Ga
Q


  

Рис. 15.2 

15.3. Диференціальні рівняння руху матеріальної точки 

З кінематики відомо, що рух матеріальної точки в просторі можна 
описати трьома способами: векторним, координатним і натуральним. 
Кожному із цих способів відповідають диференціальні рівняння руху 
матеріальної точки, які встановлюють на підставі основного рівняння 
динаміки точки (15.5) або (15.6). 

Якщо рух матеріальної точки масою m  описують векторним спо-
собом, тобто її положення в просторі визначається радіусом–вектором 

)(trr


 , то диференціальне рівняння руху цієї точки має вигляд: 

),,,(
2

2

vrtF
dt

rd
m


      (15.7) 
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де 



n

k
kFF

1


 – рівнодійна сил, що діють на точку (рис. 15.3). 

Рівняння (15.7) називають дифере-
нціальним рівнянням руху матеріальної 
точки у векторній формі. 

Якщо рух матеріальної точки масою 
m  описують координатним способом, 
тобто її положення в просторі визнача-

ється координатами )(1 tfx  , 

)(2 tfy  , )(3 tfz  , то диференціа-

льні рівняння руху цієї точки мають вигляд: 
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,     (15.8) 

де ),,( zyx FFFF


, ),,(),,,( zyxazyxv 





. 

Рівняння (15.8) називають диференціальними рівняннями руху 
матеріальної точки в координатній (декартовій) формі. 

Якщо рух матеріальної точки 
масою m  описують натуральним 
способом (рис. 15.4), тобто її по-
ложення на траєкторії визнача-
ється дуговою координатою 

)(tss  , то диференціальні рів-

няння руху цієї точки в проекціях 
на осі натурального тригранника 

bn


,,  мають вигляд: 

Рис. 15.3 

Рис. 15.4 
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       (15.9) 

де sv  ,   – радіус кривизни траєкторії в точці M , C  – центр 
кривизни траєкторії. 

Рівняння (15.9) називають диференціальними рівняннями руху 
матеріальної точки в натуральній формі або формі Ейлера. 

15.4. Інтегрування диференціальних рівнянь руху точки 

Наведемо алгоритм розв'язування другої задачі динаміки, викори-
стовуючи рівняння руху матеріальної точки в координатній формі 
(15.8). 

Установлення закону руху точки в цьому разі зводять до інтегру-
вання системи трьох диференціальних рівнянь другого порядку (15.8), 
в яких невідомими функціями є координати zyx ,, , а аргументом є 

час t . Проінтегрувавши систему диференціальних рівнянь, одержимо 

шукані величини як функції часу та шести довільних сталих kС  (зага-

льний розв’язок): 
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       (15.10) 

Для визначення довільних сталих kС  ( 6,...2,1k ) необхідно за-

дати початкові умови: початкове положення та початкову швидкість 

точки в момент часу 0tt  . Як правило, початковий момент часу при-

ймають за нульовий, тобто 00 t . Початкові умови можна задати у 

вигляді: 
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    (15.11) 

Після диференціювання за часом рівнянь (15.10), отримаємо: 
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,      (15.12) 

Підставляючи в (15.12) і (15.10) початкові умови (15.11), отрима-
ємо систему шести алгебраїчних рівнянь відносно шести невідомих 

kC  )6,...,2,1( k  
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Розв'язуючи систему рівнянь (15.12), визначимо шість невідомих 

сталих kС  ( 6,...2,1k ). Після підстановки цих сталих у співвідно-

шення (15.10) матимемо частковий розв'язок задачі відповідно до по-
чаткових умов (15.11) 
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    (15.14) 

15.5. Інтегрування диференціальних рівнянь 
прямолінійного руху точки 

На точку діє постійна за модулем і напрямком сила 

На точку масою m  діє постійна за модулем і напрямком сила Q


. 

Диференціальне рівняння прямолінійного руху точки вздовж осі Ox  
матиме вигляд: 
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n

k
kxFxm

1

 , 

або         xQxm  .           (15.15) 

Оскільки constQx  , то помноживши обидві частини рівняння 

(15.15) на dt  і проінтегрувавши, одержимо 

1Ct
m

Q

dt
dx

vx x
x  .    15.16) 

Помноживши обидві частини рівняння (15.16) на dt  і ще раз про-
інтегрувавши, знайдемо загальний розв'язок рівняння (15.15): 

21
2

2

1
CtCt

m

Q
x x   (15.17) 

Для визначення сталих інтегрування у випадку прямолінійного 
руху точки початкові умови задають у вигляді: 

0t , 0xx  ,  00 xvx x   .     (15.18) 

Підставивши в рівняння (15.16) і (15.17) початкові умови (15.18), 
отримаємо: 

01 xC  , 02 xC  . 

Після підстановки цих значень в (15.17) маємо закон руху точки 

00
2

2

1
xtxt

m

Q
x x   . 

На точку діє сила, залежна від часу 
Точка масою m  розпочинає рух зі стану спокою вздовж гладкої 

горизонтальної площини під дією сили R


, що змінюється за законом 
ktR  . Потрібно визначити закон руху точки. 
Відлік осі х розпочнемо з початкового положення точки та напра-

вимо цю вісь у бік руху (рис. 15.5). 
Тоді початкові умови: при 

0,0,0 000  xvxxt  . На рису-

нку покажемо в довільному положенні 

точку і силу ktRx  , що діє на неї. 
Рис. 15.5 
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Диференціальне рівняння руху точки 
ktxm  . 

Двічі проінтегрувавши рівняння руху, отримаємо: 

1

2

2
C

kt
xm  ,  21

3

6
CtC

kt
mx  . 

Підставивши початкові умови, знайдемо 021 CC . 

Тоді закон руху точки запишемо так: 

m
t

k
x

1

6
3  . 

На точку діє сила, що залежить від переміщення 
Визначити закон руху точки масою 

m , на яку діє сила F


 прямо пропорційна 
переміщенню x  ( xFx  ) (рис. 15.6). 

Початкові умови задачі: ax  , 

000  xvx . 

Диференціальне рівняння руху точки в цьому разі має вигляд: 

axxm  , 

або         xkx 2 ,            (15.19) 

де 
m

k


2
. 

Перепишемо рівняння (15.19) так : 

xk
dx

xd
x 2


 . 

Помноживши обидві частини отриманого виразу на dx  і розділи-
вши змінні, отримаємо: 

1

2
2

2

22
C

x
k

x



. 

Використовуючи початкові умови, визначимо сталу інтегрування 

22
1 2

1
akC  . 

Рис. 15.6 
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Тоді       
22 xakx   . 

Уважаючи, що швидкість руху направлена від точки M  до O , пе-

ред коренем беремо знак мінус. Тоді, замінивши x  на 
dt
dx

, отримаємо 

22 xak
dt

dx
 . 

Розділивши змінні, зведемо рівняння до вигляду 

22 xa

dx
kdt


 .       (15.20) 

Після інтегрування (15.19) маємо 

2arccos C
a

x
kt  . 

Підставивши початкові умови ( axt  ,0 ) в отриманий вираз, 

знайдемо сталу інтегрування: 02 C . Визначивши з останнього вира-
зу x , запишемо закон руху точки у вигляді: 









 t

m
aktax


cos)cos( . 

На точку діє сила, що залежить від швидкості 
Матеріальна точка масою m  розпочинає рух по шорсткій лінії з 

початковою швидкістю 0v . Уважаючи силу тертя залежною від швид-

кості vR


 , визначити, через який час швидкість точки змен-
шиться в два рази. 

Сумістимо початок осі Ox  з почат-
ковим положенням точки та направимо 
цю вісь у бік руху точки (рис. 15.7). 

Визначимо проекції на вісь x  сил, 
що діють на точку, 

xvRF x

n

k
kx  

1
. 

Рис.15.7 
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Для визначення часу руху точки складемо диференціальне рів-

няння (ураховуючи, що vxvx   ) 

v
dt

dv
m  . 

Розділимо змінні та інтегруємо це рівняння: 

 
v

v

t

dt
mv

dv

0 0


, 

або       t
m

vv


 0lnln . 

Звідси      
v

vm
t 0ln


 . 

Час t, за який швидкість зменшиться в два рази ( 05,0 vv  ), дорівнює 

c,69,0

m

t  , 

де враховано, що 69,02ln
5,0

lnln
0

00 
v

v

v

v
. 

Контрольні запитання 

1. Що вивчає динаміка? 
2. Сформулюйте закони Ньютона. 
3. Запишіть диференціальні рівняння руху матеріальної точки для 

випадків задання руху у векторній, координатній та натуральній фор-
мах. 

4. Наведіть алгоритм розв'язування другої задачі у випадку задан-
ня руху в координатній формі. 

5. Виконайте інтегрування диференціальних рівнянь прямоліній-
ного руху точки у разі дії на точку сили: постійної за модулем і напря-
мком; залежної від часу; залежної від переміщення; залежної від 
швидкості. 
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Глава  16.  Прямолінійні  коливання  точки  

Теорія коливань є основою ряду областей фізики та техніки. Хоча 
коливання, які розглядають у механіці, радіотехніці, акустиці, і відріз-
няються одні від інших за своєю фізичною природою, основні закони 
цих коливань в усіх випадках є однаковими. Тому вивчення механіч-
них коливань важливе не лише тому, що такі коливання мають місце в 
техніці, але і тому, що результати, отримані під час вивчення механіч-
них коливань, можуть бути використані для вивчення коливних явищ 
в інших галузях знань. 

16.1. Вільні коливання точки без урахування опору 

Розглянемо рух матеріальної точки M під дією відновлювальної 

сили F


. 
Лінійною відновлювальною силою називають силу, яка намага-

ється повернути точку в положення рівноваги та пропорційна відхи-
ленню цієї точки від положення рівноваги 

rcF


 ,        (16.1) 

де c  – коефіцієнт жорсткості, що чисе-
льно дорівнює силі, яку необхідно прикласти 
до пружного елементу, щоб змінити його до-
вжину на одиницю. 

Знайдемо закон руху точки M. Для цього 
запишемо диференціальне рівняння руху то-
чки в проекції на вісь Ox  (рис. 16.1) 

xF
dt

xd
m 

2

2

.        (16.2) 

З урахуванням того, що 

cxFx  , 

рівняння (16.2) запишемо у вигляді 
cxxm  . 

Поділимо обидві частини отриманого виразу на m  і отримаємо 

x
m

c
x  .        (16.3) 

Рис. 16.1 
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Уведемо позначення 
m

c
k 2

. Тоді рівняння (16.3) можна запи-

сати так 

02  xkx .        (16.4) 
Рівняння (16.4) є диференціальним рівнянням вільних коливань за 

відсутності опору. Розв'язок цього лінійного однорідного диференціа-

льного рівняння другого порядку будемо шукати у вигляді 
ntex  . 

Після підстановки цього виразу в (16.4) отримаємо для визначення n 
таке характеристичне рівняння 

022  kn . 
Оскільки корені цього характеристичного рівняння уявні 

ikn 2,1 , то, виходячи з теорії диференціальних рівнянь, загальний 

розв'язок рівняння (16.4) має вигляд: 

   ktCktCx sincos 21  ,     (16.5) 

де 21, CC  – сталі інтегрування. 

Якщо ввести нові сталі a  та  , такі, що sin1 aC  , 

cos2 aC  , то отримаємо: 

)sincoscos(sin   ktktax  

або         )sin(  ktax .         (16.6) 

Це другий вигляд розв'язку рівняння (16.4), в якому сталі інтегру-
вання a  та  . Тоді швидкість точки така: 

)cos(  ktakvx .  (16.7)
 

Коливання, які здійснює точка 
відповідно до закону (16.6), назива-
ють гармонійними коливаннями. 

Графік цих коливань для 
2

   по-

казаний на рис. 16.2. 
Усім характеристикам цього 

руху можна дати наглядну кінема-
тичну інтерпретацію (рис. 16.3). 

0

Рис. 16.2 
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Розглянемо точку B , що рухається по дузі кола 

радіуса а  з положення 0B , що визначається 

кутом  0DOB . Стала кутова швидкість 

обертання радіуса OB  дорівнює k . 
Тоді в довільний момент часу t  кут 

ktDOB    і проекція M  точки B  

на діаметр, перпендикулярний до DО , руха-

ється відповідно до закону )sin(  ktax , 

де OMа  . 
Величину a , що дорівнює найбільшому відхиленню точки М  

від центра коливань, називають амплітудою коливань. Величину 
kt  називають фазою коливань. Фаза  , на відміну від коор-

динати x , визначає не лише положення точки в даний момент часу, 
але й напрямок її руху. Наприклад, з положення M  для фази   точка 

рухається вправо, а для фази )(    – вліво,   – початкова фаза 

коливань. Величину k , що збігається з кутовою швидкістю обертання 
радіуса OB , називають круговою частотою коливань. 

Проміжок часу T , протягом якого точка здійснює одне повне ко-
ливання, називають періодом коливань. Протягом періоду фаза коли-
вань змінюється на 2 . Таким чином: 

2kT , 

звідси        
k

T
2

 .            (16.8) 

Величину  , яка обернена періоду та визначає кількість коливань 
в одиницю часу, називають частотою коливань 




2

1 k

T
 .         (16.9) 

Звідси видно, що величина k  відрізняється від   лише постій-
ним множником 2 . Значення a  та   визначають з початкових 
умов. 

Рис. 16.3 
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Уважаючи, що при 0t , 0xx  , а 0vvx  , одержимо: 

sin0 ax  , cos0 a
k

v
 . 

Звідси      
2

2
02

0 k
xa


 , 

0

0


 k

tg         (16.10) 

Відмітимо такі властивості вільних коливань: 
1. Амплітуда та початкова фаза коливань залежить від початкових 

умов. 
2. Частота k , а також період T  коливань від початкових умов не 

залежать. 
Звідси випливає, якщо в задачі необхідно визначити лише період 

або частоту коливань, то необхідно скласти диференціальне рівняння 
руху та звести його до вигляду (16.4). Потім період T  визначають за 
формулою (16.8), не інтегруючи рівняння. 

16.2. Вплив постійної сили на вільні коливання точки 

На точку М  окрім відновлю-

вальної сили F


, що спрямована 
до центра О , діє постійна за мо-

дулем і напрямком сила P


. Вели-

чина сили F


 (рис. 16.4) пропор-
ційна відстані від центра O  до то-
чки, тобто OMcF  . 

Положенням рівноваги точки буде центр 1O , розміщений від O  

на відстані ст1 OO . Величину ст  називають статичним відхи-

ленням точки і визначають з рівності: 

Pс  ст ,
 

або         
c

P
ст .           (16.11) 

Приймемо центр 1O  за початок відліку та направимо вісь xO1  у 

бік дії сили P


. Тоді )( ст xcFx , PPx  . 

Рис. 16.4 
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Складаючи диференціальне рівняння руху та враховуючи, що 
Pс ст , отримаємо: 

cxxm   

або           02  xkx .          (16.12) 
Отримане рівняння є аналогічним до рівняння (16.4). 

Звідси висновок, що постійна сила P


 не впливає на характер ко-

ливань, що відбуваються під дією відновлювальної сили F


, а лише 

зміщує центр цих коливань у бік дії сили P


 на величину статичного 

відхилення ст . 

Запишемо період коливань через ст . З формули (16.11) та (16.3) 

ст

2

m

P
k  . 

Тоді за залежністю (16.8) отримаємо 

.2 ст
P

m
T   (16.13) 

Отже період коливань пропорційний квадратному кореню зі ста-

тичного відхилення ст . 

Якщо сила P


 є силою ваги, що має місце при коливанні вантажу на 
вертикальній пружині, то mgP   і формула (16.13) набуде вигляду: 

.2 ст

g
T


  

16.3. Коливання точки з опором, пропорційним швидкості 

На матеріальну точку під час 

руху діє відновлювальна сила F


 

та сила опору vR


  (рис. 16.5). 

Тоді cxFx  , xvR xx   , і 

диференціальне рівняння руху ма-
тиме вигляд Рис. 16.5 
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.xcxxm    

Розділивши обидві частини на m , запишемо рівняння так: 

02 2  xkxbx  ,       (16.14) 

де 
m

c
k 2

, 
m

b


2 . 

Рівняння (6.14) є диференціальним рівнянням вільних коливань з 
опором, пропорційним швидкості. Розв'язок рівняння (16.14) будемо 

шукати у вигляді 
ntex  . Підставивши це значення x у рівняння 

(16.14), одержимо характеристичне рівняння 02 22  kbnn , ко-
рені якого 

22
2,1 kbbn   .      (16.15) 

Розглянемо випадок, коли bk  , тобто коли опір малий порівня-
но з відновлювальною силою. Введемо позначення 

22
1 bkk          (16.16) 

і отримаємо з (16.15) 

12,1 ikbn  . 

Тоді загальний розв'язок рівняння (3.13) має вигляд: 

    tkCtkCex bt
1211 sincos  

     (16.17) 

або 

   tkaex bt
1sin . (16.18) 

Величини a  та   є стали-
ми інтегрування та їх визнача-
ють з початкових умов. 

Коливання, що проходять 
відповідно до закону (16.18), на-
зивають згасаючими коливання-
ми. Графік цих коливань зобра-
жений на рис. 16.6. 

Проміжок часу 1T , який до-

рівнює періоду )sin( 1 tk , 

називають періодом згасаючих 
коливань. Рис. 16.6 
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Величину періоду згасаючих коливань визначають за залежністю 

22
1

1

22

bkk
T





.                  (16.19) 

Формулу (16.19) можна записати так: 


















2

2

2

2

2

21 2
1

1

11

2
k
b

T

k
b

T

k
b

k

T


.   (16.20) 

З (16.20) видно, коли TT 1 , тобто за наявності опору, період ко-

ливань збільшується. Але, якщо опір малий, коли kb  , то величина 

2

2

k

b  стосовно одиниці нескінченно мала та її можна не враховувати. Тоді 

TT 1 , тобто малий опір не впливає на період коливань точки. 

Перше максимальне відхилення точки від положення рівноваги 

1x  проходить в момент часу 1t , друге відхилення 2x  відбудеться в 

момент часу 112 Ttt   і так далі. Тоді за формулою (16.18) одер-

жимо: 

  
111 sin1 tkaex bt

, 

    111
111112 sin bTTtb exTktkaex    . 

Аналогічно, для відхилення 1nx  буде 

1
1

bT
nn exx 

  . 

Таким чином, відхилення точки від положення рівноваги змен-
шуються за законом геометричної прогресії. Знаменник цієї прогресії 

1bTe  називають декрементом коливань, а модуль його логарифма, тоб-

то величину 1bT  – логарифмічним декрементом. 

Малий опір не впливає на період коливань точки, але викликає 
зменшення відхилень від положення рівноваги за законом геометрич-
ної прогресії. 
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Розглянемо випадок, коли 
kb  , тобто коли опір стосовно 

відновлювальної сили великий. 
У цьому разі корені характери-

стичного рівняння (16.15) дійсні. 
Розв'язок рівняння (16.14) має 

вигляд: 
tntn eCeCx 21

21  , 
де 0, 21 nn . 

Функція ate , коли 0a , 
прямує до нуля й рух точки не буде 
коливним. Відновлювальна сила 
поверне точку в положення рівно-
ваги. Графік такого руху показаний 

на рис. 16.7 (для 0t , 0xx  , 00 v ). 

16.4. Змушені коливання. Резонанс 

Розглянемо рух точки, коли на неї діє відновлювальна сила F


 та 

періодична сила Q


, проекція якої на вісь x  дорівнює: 

 ptQQx sin0 .       (16.21) 

Силу Q


 називають збурювальною силою. Величину p  в (16.21) 

називають частотою збурювальної сили. 
Коливання точки, що відбуваються під дією збурювальної сили 

називають змушеними коливаннями. 

Змушені коливання за відсутності опору 
Розглянемо рух точки, коли на неї, окрім відновлювальної сили 

F


, діє збурювальна сила Q


. Тоді диференціальне рівняння руху точ-

ки має вигляд 

 ptQcxxm sin0 . 

Розділимо обидві частини рівняння на m  і позначимо 
0

0 p
m

Q
 . 

Тоді рівняння руху запишемо так 

Рис. 16.7 
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 ptpxkx sin0
2  .     (16.22) 

Рівняння (16.22) є диференціальним рівняння змушених коливань 
точки за відсутності опору. Його розв'язок такий 

21 xxx  , 

де 1x  – загальний розв'язок однорідного рівняння, тобто розв'язок 

рівняння (16.4) без правої частини, 2x  – частинний розв'язок неодно-

рідного рівняння (16.22). 

Приймаємо kp   і шукаємо розв'язок 2x  у вигляді 

 ,sin2 ptAx   

де А  – стала величина, яку необхідно підібрати так, щоб рівність 
(16.22) перетворилась у тотожність. 

Після підстановки значення 2x  та його другої похідної у рівняння 

(16.22), одержимо 

     ptpptAkptAp sinsinsin 0
22  . 

Звідси       
22

0

pk

p
A


  

і тоді частинний розв'язок 2x  такий: 

 pt
pk

p
x sin

22
0

2 
 .      (16.23) 

Отже загальний розв'язок рівняння (16.22) запишемо так: 

 pt
pk

p
ktax sin

-
)sin(

22
0  .    (16.24) 

де а  і   – сталі інтегрування, які визначають з початкових умов. 
Розв'язок (16.24) показує, що коливання точки в цьому випадку скла-
дається з: 1) коливань з амплітудою а , залежною від початкових 

умов, і частотою k , які називають вільними коливаннями; 2) коливань 

з амплітудою А , незалежною від початкових умов та частотою p , які 

називають змушеними коливаннями. 
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Рис. 16.8 

Завдяки наявності сил опору, власні коливання швидко згасають. 
А тому основне значення в такому русі точки відіграють змушені ко-
ливання, які задають залежністю (16.23). Частота p  змушених коли-

вань дорівнює частоті збурювальної сили. Амплітуду A  цих коливань 
можна записати так: 

2
0

2

2
0

22
0

11 






















k

p

k

p
k

p

pk

p
A


,    (16.25) 

де 0  – статичне відхилення точки під дією сили 0Q , величина 

якого відповідно до залежностей (16.4) та (16.22) 

c

Q

k

p 0
2
0

0  . 

Відношення амплітуди 
коливань до статичного від-
хилення точки називають 
коефіцієнтом динамічності 










0
A

. 

Амплітуда А  і коефі-

цієнт динамічності 
0

A
 за-

лежать від відношення час-

тот 
k
p

 . Графік залежності величини 
0

A
 від   зображений на 

рис. 16.8 (крива 0h  – без опору, 0h  – за наявності опору). 
Згідно з формулою (16.25) або графіка на рис. 16.8, підібравши 

співвідношення між p  та k , можна отримати змушені коливання з рі-

зними амплітудами. 
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Рис. 16.9 

Для 0p  амплітуда А  дорівнює 0  або близька до цієї вели-

чини. Якщо p  наближається до k , амплітуда А  стає дуже великою. 

Якщо kp  , то амплітуда А  стає дуже малою. 

Для kp  , як видно із порівняння формул (16.21) та (16.23), 

фази змушених коливань та збурювальної сили є однаковими. Якщо 
kp  , то внісши знак мінус під знак синуса у формулі (16.23), отри-

маємо 

).-sin(
- 22

0
2 pt

kp

p
x   

Для kp   зсув між фазами змушених коливань та збурювальної 

сили дорівнює  . 
Резонанс 

У разі, коли kp  , тобто коли частота збурювальної сили дорів-

нює частоті вільних коливань, має місце явище резонансу. 
Частковий розв'язок рівняння (16.22) будемо шукати у вигляді: 

 ptBtx cos2  . 

Тоді закон змушених коливань 
при резонансі у випадку відсутності 
опору запишемо так 

 ptt
p

p
x cos

2
0

2   

або 







 

2
sin

2
0

2


ptt

p

p
x .  (16.26) 

Амплітуда змушених коливань 
при резонансі зростає пропорційно до 

часу (рис. 16.9). Зсув фаз при резонансі дорівнює 
2


. 
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Змушені коливання з урахуванням сили опору 

Розглянемо рух точки, на яку діють: відновлювальна сила F


, си-

ла опору R


 та збурювальна сила Q


. Диференціальне рівняння руху 

точки має такий вигляд: 

 ptQxcxxm sin   , 

або          ptpxkxbx sin2 0
2   .    (16.27) 

Рівняння (16.27) є диференціальним рівняння змушених коливань 
точки з урахуванням сили опору. 

Загальний розв'язок такого рівняння має вигляд 21 xxx  , де 

1x  – загальний розв'язок рівняння (16.27) без правої частини, 2x  – ча-

стинний розв'язок повного рівняння (16.27). 

Частинний розв'язок 2x  будемо шукати у такому вигляді: 

)sin(2  ptAx , 

де А  та   – сталі, які необхідно дібрати. 

Підставивши вираз для 2x  та похідні від нього по t  у рівняння 

(16.27), отримаємо два рівняння для визначення А  та  : 

cos)( 0

22 ppkA  ,  sin2 0pbpA  . 

Звідси 

22222

0

4)( pbpk

p
A


 , 

22

2

pk

bp
tg


 . (16.28) 

Вираз для 1x  при bk   візьмемо з формули (16.18) і розв'язок 

рівняння (16.27) запишемо так: 

)sin()sin( 1    ptAtkaex bt
,      (16.29) 

де а  та   – сталі інтегрування. 
Як видно з (16.29), змушені коливання з урахуванням сили опору 

складаються із власних та змушених коливань. 
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Для дослідження одержаних результатів введемо позначення: 

h
k

b
 ,          (16.30) 

де h  – величина, що характеризує опір. Тоді амплітуду А  можна 
записати так: 

2222

0

4)1( 


h
A


 ,  

21

2







h
tg .    (16.31) 

Амплітуда А  та   залежать від двох безрозмірних параметрів 

  та h . Графік залежності 
0

A
 від   для деяких значень h  показа-

ний на рис. 16.8. 
У кожній конкретній задачі за її даними можна вирахувати вели-

чини 0 ,  , h  і, використовуючи формули (16.31), знайти значення 

А  та  . З цих формул видно, що змінюючи співвідношення між p  

та k , можна отримати змушені коливання з різними амплітудами. 

Розглянемо окремі випадки. 

І. Якщо відношення частот дуже мале число ( kp  ), тоді при-

йнявши 0 , з формули (16.31) отримаємо 0A . Тоді коливання 

проходять з амплітудою 0  та зсувом фаз 0 . 

2. Якщо відношення частот   дуже велике число ( kp  ), то 

А  стає малою величиною. Цей випадок цікавий стосовно вібрації 
споруд та машин. При цьому, враховуючи малий опір і нехтуючи в 

(16.31) величиною h2  і одиницею відносно 
2 , отримаємо набли-

жену формулу для амплітуди A : 

2
0

2
0

p

p
A 




.       (16.32) 
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3. У практичних випадках величина h набагато менша від одини-

ці. Тоді, як видно з формули (16.31), якщо величина   близька до 
одиниці, амплітуда змушених коливань достигає максимуму. Це яви-
ще називають резонансом. 

Наближені формули для амплітуди A  та зсуву фаз   можна оот-

римати, прийнявши 1  у формулах (16.31) 

h
Ap 2

0 ,  
2

 p .      (16.33) 

З формул (16.33) видно, що для малих h  амплітуда змушених ко-

ливань pA  може бути як завгодно велика. 

Загальні властивості змушених коливань 

Змушені коливання мають такі властивості, які відрізняють їх від 
власних коливань: 

а) амплітуда змушених коливань не залежить від початкових 
умов; 

б) змушені коливання не згасають за наявності сил опору; 
в) частота змушених коливань дорівнює частоті збурювальної си-

ли та від характеристик коливної системи не залежить; 
г) навіть за наявності малої збурювальної сили можна отримати 

інтенсивні змушені коливання, якщо опір малий, а частота p  набли-

жається до частоти k ; 
д) за наявності великої збурювальної сили можна отримати ма-

лі змушені коливання, якщо частота p  буде набагато більша від 

частоти k . 
Змушені коливання, особливо резонанс, використовують у фізиці 

та техніці. При роботі машин та двигунів виникають періодичні сили, 
які викликають змушені коливання. Шляхом добору p  та k  досяга-

ють того, що амплітуда змушених коливань практично дорівнює нулю. 
Протилежний приклад маємо в радіотехніці, де резонанс є корисним і 
його використовують для відокремлення радіосигналів однієї радіо-
станції від іншої. 
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Контрольні запитання 

1. Записати диференціальне рівняння вільних коливань за відсут-
ності опору та навести його розв’язок. 

2. Що називають періодом коливань? 
3. Перерахуйте властивості вільних коливань. 
4. Як визначити період коливань без інтегрування диференціаль-

ного рівняння руху? 
5. Записати диференціальне рівняння вільних коливань з опором, 

пропорційним швидкості та навести його розв’язок. 
6. За якою формулою визначають період згасаючих коливань? 
7. Як впливає величина опору на період коливань? 
8. Записати диференціальне рівняння змушених коливань за від-

сутності опору та навести його розв’язок. 
9. Записати диференціальне рівняння змушених коливань за наяв-

ності опору та навести його розв’язок. 
10. Що називають коефіцієнтом динамічності ? 
11. Перерахуйте властивості змушених коливань. 
12. Яке явище називають резонансом ? 
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Глава  17.  Динаміка  відносного  руху  точки  

17.1. Диференціальне рівняння відносного руху точки 

Закони динаміки та отримані з них рівняння й теореми справедли-
ві лише для абсолютного руху точки, тобто руху відносно інерціальної 
нерухомої системи відліку. 

Розглянемо матеріальну точку M, що рухається під дією прикла-

дених до неї сил nFFF


,...,, 21 . Будемо вивчати рух цієї точки віднос-

но системи координат Oxyz , яка в свою чергу рухається відносно не-

рухомої системи координат 1111 zyxO . Знайдемо залежність між відно-

сним прискоренням ra


 та силами, які діють на точку. 

Для абсолютного руху основний закон динаміки має вигляд: 





n

k
ka Fam

1


.       (17.1) 

Згідно з теоремою Коріоліса 

cera aaaa


 . 

Підставивши aa


 в (17.1), отримаємо: 





n

k
cekr amamFam

1

).()(


 

Введемо позначення 

eе amF


ін
,  сc amF


ін

. 

Величини ін
еF


, ін
cF


 за розмірністю є силами. Назвемо їх відпові-

дно переносною та коріолісовою силами інерції. 
Тоді залежність (17.1) запишемо так: 





n

k
cеkr FFFam

1

інін


.       (17.2) 

Залежність (17.2) виражає основний закон динаміки для відносно-
го руху точки. Порівнюючи рівняння (17.1) та (17.2), приходимо до 
висновку: всі рівняння для відносного руху точки складають так само, 
як рівняння абсолютного руху, якщо до сил, що діють на точку внаслі-
док взаємодії з іншими тілами, додати переносну й коріолісову сили 
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інерції. Додавання сил ін
еF


 та ін
cF


 враховує вплив переміщення ру-

хомої системи відліку на відносний рух точки. 

Розглянемо окремі випадки. 

І. Якщо рухома система відліку рухається поступально, тоді 

0ін cF


 )0( е  і закон відносного руху має вигляд: 





n

k
еkr FFam

1

ін


       (17.3) 

2. Якщо рухома система відліку рухається поступально, рівномір-

но і прямолінійно, тоді 0інін  ce FF


 і закон відносного руху мати-

ме такий самий вигляд, як і закон руху відносно нерухомої системи 
відліку. Отже, така система відліку також є інерціальною. З цього ви-
пливає, що ніяким механічним експериментом неможливо виявити, 
перебуває дана система відліку в стані спокою, чи рухається посту-
пально, рівномірно та прямолінійно. 

У цьому й полягає відкритий Галілеєм принцип відносності кла-
сичної механіки. 

3. Якщо точка відносно рухомої системи відліку перебуває у стані 

спокою, то для неї ,0,0  rr va


 а звідси і 0ін cF


, тому що при-

скорення Коріоліса дорівнює  sin2 rec va  . Тоді рівність (17.3) 

набуде вигляду: 

0
1

ін 


n

k
еk FF


.       (17.4) 

Залежність (17.4) є рівнянням відносного стану спокою точки. 
Звідси випливає, що рівняння відносного спокою складають так, як рі-
вняння рівноваги в нерухомій системі відліку, якщо при цьому до сил, 
які діють на точку, додати переносну силу інерції. 

4. При складанні рівнянь відносного руху у випадках, коли 

0ін cF


, необхідно врахувати, що )(2ін
rcc vmamF


  . 

Отже сила ін
cF


 перпендикулярна до швидкості rv


, яка напрямлена по 

дотичній до відносної траєкторії точки. А тому проекція коріолісової 
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сили інерції на дотичну   до відносної траєкторії точки завжди дорів-
нює нулю й рівняння у відносному русі запишемо так: 





n

k
ek

r FF
dt

vd
m

1

ін



.      (17.5) 

У інші рівняння відносного руху будуть входити як переносна, 
так і коріолісова сили інерції. 

Задача 17.1. Визначити, з якою силою потрібно переміщати гладку по-

хилу площину масою 2m  у горизонтальному напрямі (рис. 17.1, а), щоб роз-

міщене на ній тіло масою 1m  перебувало відносно похилої площини у стані 

спокою. 
Розв’язок 

Рис. 17.1 

Якщо тіло масою 1m  перебуває в стані відносного спокою стосовно ру-

хомої площини, то застосуємо рівняння (17.4). Покажемо сили, які діють на 

тіло (рис. 17.1, б): переносна сила інерції 
ін
еF


, спрямована протилежно до 

переносного прискорення еа


, з яким рухається площина під дією сили F


, 

сила ваги 1G


 та реакція гладкої площини N


. Запишемо рівняння відносного 

спокою тіла 

0ін
1  еFNG


. 

Проектуємо вектори цього рівняння на вісь Оx , пов’язану з рухомою 
площиною. Отримаємо рівняння 

0cossin ін
1   еFG , 
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з якого визначимо модуль прискорення еа : 

0cossin 11   еamgm , 

або         tggае  . 

Сила, з якою потрібно переміщати площину, 

tg)()( 2121 gmmаmmF е  . 

17.2. Вплив обертання Землі на рівновагу та рух тіл 

Під час розв'язку більшості технічних задач систему відліку, по-
в'язану з Землею, вважають інерціальною (нерухомою). Цим не врахо-
вують добове обертання Землі та її рух по орбіті навколо Сонця. Пере-
носна сила інерції, що відповідає руху Землі по орбіті навколо Сонця, 
практично зрівноважена силою притягання до Сонця. Приймаючи сис-
тему відліку, яка пов'язана з Землею, за інерціальною, нехтують лише 
добовим обертанням Землі відносно зірок. Це обертання проходить зі 
швидкістю: 1 оберт за 23 год. 56 хв. 4 сек., тобто з кутовою швидкістю 

с

рад
0000729,0

86164

2


 . 

Покажемо, як впливає обертання Землі на рівновагу та рух тіл. 

Відносний стан спокою на поверхні Землі. Сила ваги 
Розглянемо матеріальну точку, яка розміщена на нерухомій відно-

сно Землі гладкій "горизонтальній" поверхні (рис. 17.2). Відповідно до 
(17.4) умови рівноваги запишемо так 

0ін  eFNF


, 

де F


 – сила тяжіння Землі, N


 – 

реакція площини, ін
еF


 – переносна си-

ла інерції. 

Оскільки const , то сила ін
еF


 

має лише нормальну складову, спрямо-
вану від осі обертання Землі. 

Додамо сили F


 та ін
еF


 і введемо 

позначення 

.ін GFF е


  

Рис. 17.2 
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Тоді на точку M  будуть діяти дві сили G


 та N


, які зрівнова-

жують одна одну. Сила G


 і є та сила, яку називають силою ваги. На-

прямок сили G


 буде напрямком вертикалі у даному пункті земної по-

верхні, а площина, перпендикулярна до G


, буде горизонтальною 
площиною. 

За модулем 2ін mrFе   ( r  – відстань від земної осі до точки) 

мала величина порівняно з силою тяжіння F


. А тому напрямок сили 

G


 мало відрізняється від напрямку сили F


. Величина ін
еF  буде най-

більша на екваторі, де Rr  . Тут її значення складає до 0,34% сили 
тяжіння. Найбільша різниця показаних на рис. 17.2 кутів   (геоцент-
рична широта) та   (астрономічна широта) є тоді, коли  45 , і 

дорівнює наближено '11 . 

Під час зважування тіл визначають силу ваги G


, оскільки з такою 

силою тіло діє на шальку терезів. Уводячи в рівняння силу G


, одно-

часно враховують і силу ін
еF


. Тому при складанні рівнянь рівноваги 

тіл відносно Землі необхідність введення поправок на обертання Землі 
відпадає. 

Відносний рух тіла поблизу поверхні Землі 
Для врахування обертання системи осей, пов'язаних з Землею, не-

обхідно до сил, які діють на тіло, додати сили ін
еF


 та ін
сF


. Сила ін
еF


 

входить у силу ваги G


. Отже, коли осі пов'язані з Землею вважати не-
рухомими, то не враховують лише коріолісову силу інерції: 

 sin2ін  rс vmF  

де   – кутова швидкість обертання Землі,   – кут між віднос-

ною швидкістю rv


 точки та земною віссю, тобто між   і rv


. 

Оскільки величина   дуже мала, то, для невеликих відносних 

швидкостей, силу інерції Коріоліса ін
сF


 можна не враховувати. На-

приклад, при швидкості 
с

м
700rv  (швидкість артилерійського 
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снаряда) та 
90  ця сила складає лише 1% від сили G


. Вплив 

обертання Землі набуває практичного значення для великих швидко-
стей (політ ракет далекої дії), або для рухів, що відбуваються довгий 
час (течії рік, повітря та морські течії). 

Рух по земній поверхні 

Якщо точка рухається по меридіану 
північної півкулі з півночі на південь, то 
прискорення Коріоліса ca


 направлене на 

схід, а сила ін
сF


 – на захід. 

Якщо рух з півдня на північ – сила 
ін
сF


 направлена на схід. В обох випадках 

ця сила буде відхиляти точку вправо від 
напрямку її руху. 

Якщо точка рухається по паралелі на 
схід, то прискорення Коріоліса ca


 буде 

спрямоване по радіусу MC  (рис. 17.3), а 

сила ін
сF


 – у протилежний бік. 

Вертикальна складова цієї сили (вздовж OM ) буде змінювати ва-
гу тіла, а горизонтальна складова, направлена на південь, буде відхиля-
ти точку вправо від напрямку руху. Аналогічний результат одержимо 
при русі точки по паралелі на Захід. 

Отже, в північній півкулі тіло, яке рухається вздовж земної повер-
хні в довільному напрямку, внаслідок обертання Землі буде відхиляти-
ся вправо від напрямку руху. У південній півкулі відхилення буде 
проходити вліво. Цим пояснюється підмивання правого берега (закон 
Бера) річки в північній півкулі, відхилення вітрів постійного напрямку 
(пасати) та морських течій. 

Вертикальне падіння 

Щоб визначити напрям сили інерції Коріоліса ін
сF


, що діє на точ-

ку, яка вільно падає, необхідно знати напрямок відносної швидкості 

rv


 точки. Оскільки сила ін
сF


 дуже мала порівняно з силою тяжіння, 

Рис. 17.3 
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то швидкість rv


 можна вважати напрямленою по вертикалі, тобто по 

лінії OM  (рис. 17.3). Тоді вектор прискорення Коріоліса ca


 буде на-

прямлений на захід, а сила інерції ін
сF


 – на схід. 

Отже, точка або тіло, які вільно падають, відхиляються внаслідок 
обертання Землі від вертикалі на схід. Тіло, кинуте вертикально вверх, 
буде при підйомі відхилятися на захід. Величини цих відхилень дуже 
малі та помітні лише при достатньо великих висотах падіння або під-
йому. 

Наприклад, на широті 7455  , при падінні з висоти 

м100Н  (
2с

м
816.9g ) тіло відхиляється вправо на 

см2,1 . 

Контрольні запитання 

1. Записати основний закон динаміки для відносного руху точки. 
2. Записати закон відносного руху точки, якщо рухома система 

відліку рухається поступально. 
3. У чому полягає принцип відносності класичної механіки? 
4. Який вигляд має рівняння відносного стану спокою точки? 
5. Яка відмінність між силою тяжіння та силою ваги? 
6. Коли вплив обертання Землі набуває практичного значення при 

розв’язку задач? 
7. Як впливає обертання Землі на рух по земній поверхні та на ве-

ртикальне падіння тіл? 
8. У чому полягає закон Бера? 
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Глава 18. Вступ в динаміку механічної системи. 
Моменти інерції твердого тіла 

18.1. Механічна система. Зовнішні та внутрішні сили 

Механічною системою матеріальних точок або тіл називають таку 
їх сукупність, в якій положення або рух кожної точки (тіла) залежить 
від положення та руху всіх інших точок (тіл). 

Матеріальне тіло будемо розглядати як систему матеріальних час-
тин (точок), які утворюють це тіло. 

Прикладом механічної системи є Сонячна система, в якій усі тіла 
пов'язані силами тяжіння. Другим прикладом механічної системи є до-
вільна машина або механізм, в якому всі тіла зв’язані шарнірами, сте-
ржнями, тросами. 

Група літаків у повітрі механічну систему не утворює, оскільки 
між ними відсутні сили механічної взаємодії. 

Сили, що діють на точки системи, розділяють на зовнішні та вну-
трішні. Сили, що діють на точки системи з боку точок або тіл, що не 
входять до складу даної системи, називають зовнішніми. Сили, що ді-
ють на точки системи з боку інших точок або тіл цієї ж системи, нази-

вають внутрішніми. Зовнішні сили позначають 
eF


, внутрішні – 
iF


. 
Як зовнішні, так і внутрішні сили можуть бути активними або реакці-
ями в’язей. Поділ сил на зовнішні та внутрішні є умовним і залежить 
від того, рух якої системи тіл розглядають. Наприклад, якщо розгляда-
ти рух усієї Сонячної системи загалом, то сила тяжіння Землі до Сонця 
буде внутрішньою; при вивченні руху Землі по її орбіті навколо Сонця 
цю ж силу слід розглядати як зовнішню. 

Внутрішні сили мають такі властивості. 
1. Геометрична сума (головний вектор) усіх внутрішніх сил сис-

теми або сума проекцій цих сил на довільну вісь дорівнюють нулю. 
Згідно з третім законом динаміки дві довільні точки системи ді-

ють одна на одну з однаковими за модулем і протилежно направлени-

ми силами 
iF12


 та 

iF21


, сума яких дорівнює нулю (рис. 18. 1). Аналогі-

чний результат має місце для довільної пари точок, тому 

0
1




n

k

i
kF


  або  0
1




n

k

i
kxF . 
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2. Сума моментів (головний 
момент) усіх внутрішніх сил си-
стеми відносно довільного 
центра або осі дорівнює нулю. 
Дійсно, якщо взяти довільний 
центр O  (рис. 18.1) , то видно, 

    02112  i
O

i
O FmFm


. 

Рис. 18.1 

Аналогічний результат отримаємо, обчислюючи моменти віднос-
но осі. Отже, для всієї системи маємо: 

    0або0
11

 


i
k

n

k
x

i
k

n

k
O FmFm


. 

З доведених властивостей не випливає, що внутрішні сили взаєм-
но зрівноважені та не впливають на рух системи, оскільки ці сили 
прикладені до різних матеріальних точок і можуть викликати взаємне 
переміщення цих точок. Зрівноваженими внутрішні сили можуть бути 
лише тоді, коли система, яку розглядають, є абсолютно твердим тілом. 

18.2. Диференціальні рівняння руху системи точок 

Розглянемо систему, яку складають n  матеріальних точок. Виді-

лимо довільну точку системи з масою km . Рівнодійні прикладених до 

цієї точки зовнішніх і внутрішніх сил позначимо відповідно 
e

kF


та 
i

kF


. Запишемо основний закон динаміки для цієї точки: 
i

k
e

kkk FFam


 . 

Для точок системи, яку складають n  матеріальних точок, запи-
шемо систему рівнянь: 
















.

..................

;

;
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      (18.1) 
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Ці рівняння, з яких можна визначити закон руху кожної точки си-
стеми, називають диференціальними рівняннями руху системи у век-
торній формі. 

Спроектувавши рівності (18.1) на певну координатну вісь, отри-
маємо диференціальні рівняння руху системи в проекціях на цю вісь. 

Повний розв’язок основної задачі динаміки для системи полягає в 
тому, щоб, знаючи задані сили, проінтегрувати відповідні диференціа-
льні рівняння та визначити закон руху кожної точки окремо. 

Але такий шлях розв’язку не використовують з двох причин. По–
перше, цей шлях дуже складний, оскільки пов’язаний з великими ма-
тематичними труднощами. По–друге, в більшості випадків для 
розв’язку задач механіки достатньо знати деякі характеристики руху 
системи загалом, а не рух кожної з її точок зокрема. Ці характеристики 
визначають з допомогою загальних теорем динаміки системи. 

Для отримання загальних теорем динаміки системи використову-
ють систему диференціальних рівнянь (18.1). 

18.3. Маса системи. Центр мас 

Рух системи залежить не тільки від сил, які на неї діють, а також і 
від її сумарної маси та розподілу мас. Маса системи дорівнює арифме-
тичній сумі мас усіх точок або тіл, що входять до системи, 





n

k
kmM

1

. 

Геометричну точку C , радіус–вектор якої визначають за форму-
лою 
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n
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1 
,       (18.2) 

називають центром мас або центром інерції механічної системи. 
Спроектувавши (18.2) на осі декартової системи координат, отри-

маємо координати центра мас системи: 
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Якщо помножимо чисельник і знаменник у формулах (18.2) та 
(18.3) на g (прискорення земного тяжіння), то отримаємо радіус–
вектор та координати центра тяжіння системи 

k
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k
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G
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r
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1
. 

Якщо тіло перебуває в однорідному полі земного тяжіння, то 
центр мас збігається з центром тяжіння тіла. Але ці поняття не тотож-
ні. Поняття центра тяжіння властиве твердому тілу, що перебуває в 
полі земного тяжіння. Поняття центра мас властиве для довільної сис-
теми матеріальних точок або тіл і не залежить від того, чи перебуває 
ця система під дією сил. 

18.4. Момент інерції тіла. Радіус інерції 

Для характеристики розподілу маси системи або твердого тіла для 
дослідження обертального руху необхідно ввести поняття моменту 
інерції. 

Моментом інерції механічної системи, яку складають n  матеріа-
льних точок, відносно центра О називають суму добутків мас цих то-
чок на квадрати їх відстаней до центра О, тобто 
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.        (18.4) 

Момент інерції відносно центра часто називають полярним моме-
нтом інерції. 

Моментом інерції системи матеріальних точок відносно осі нази-
вають суму добутків мас цих точок на квадрати їх відстаней до осі, 
тобто 

2

1
k

n

k
kz hmI 


 .        (18.5) 

Запишемо моменти інерції системи матеріальних точок відносно 
декартових осей координат та центра О – початку координат: 
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де kkk zyx ,,  – координати матеріальних точок системи. 

З наведених формул (18.6) випливає така залежність: 

zyxO IIII 2 .      (18.7) 

Моментом інерції твердого тіла відносно деякої осі називають 

суму добутків мас km  елементарних частин цього тіла на квадра-

ти їх відстаней до цієї осі 
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 .         (18.8) 

У разі неперервного розподілу маси за момент інерції приймають 

границю суми (18.8), коли n , тобто 0 km  
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 .    (18.9) 

Розмірність моменту інерції в SI є  2мкг  . 

Відношення 
m

I z , де m  – маса тіла, має розмірність квадрата дов-

жини. Квадратний корінь з цього відношення позначимо через  , тоді 

m

I z  

або         mI z
2 .         (18.10) 

Величину   називають радіусом інерції тіла відносно осі Оz . 

Радіусом інерції   тіла відносно осі Оz  називають відстань від 
цієї осі, на якій потрібно розмістити всю масу тіла, не змінюючи мо-
менту інерції тіла. 
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Увівши поняття радіуса інерції, можна момент інерції твердого 
тіла записати як момент інерції деякої точки, маса якої дорівнює масі 
тіла та віддалена від осі Оz  на відстань  . 

18.5. Момент інерції відносно паралельних осей. 
Теорема Гюйгенса–Штейнера 

Теорема. Момент інерції тіла відносно даної осі Oz дорівнює сумі 

моменту інерції цього тіла відносно осі zC  , яка паралельній даній і 
проходить через центр мас тіла, та добутку маси M  тіла на квад-
рат відстані d  між осями (рис. 18.2), тобто: 

2
' MdII

CzOz  .        (18.11) 

Доведення. Позначимо координати точки C  центру мас тіла у си-

стемі координат Oxyz  через ССС zyx ,, . Через точку С  проведемо 

осі zCyCxC  ,,  паралельно до 

OzOyOx ,, . Квадрат відстані d  між 

осями Oz та zC   дорівнює 
222
СС yxd  . 

Для довільної точки тіла будемо 
мати 

Ckk xxx  '
, Ckk yyy  '

. 

Рис. 18.2 

Скориставшись формулою (18.6) , запишемо: 
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Дві останні суми дорівнюють нулю. Дійсно, відповідно до формул 
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,0
1
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Сk

n

k
k xMmx   0

1




Сk
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k
k yMmy , 

оскільки координати центра мас С тіла в системі координат 
,,, zyCx дорівнюють нулю. 

Таким чином 
2

' MdII
CzOz  , 

де   .,,
11

22222 


 
n

k
k

n

k
CCkkkzC mMyxdmyxІ  

18.6. Обчислення моментів інерції деяких однорідних тіл 

Тонкий однорідний стержень з довжиною l  і масою M  

Обчислимо його мо-
мент інерції відносно осі 
Az , яка перпендикулярна 
до стержня та проходить 
через його кінець (рис. 18.3) 

Спрямуємо вісь Аx  
уздовж стержня. Тоді для 
довільного елемента дов-
жиною dx: 

xh  , 
а маса        dxdm 1 , 

де 
l

M
1  – маса одиниці довжини стержня. 

Після підстановки цих величин у формулу (18.9) і заміни 1 , 
отримаємо 

3

3

1
0

2
1

0

2 l
dxxdmxI

ll

Az    , 

або        
2

3

1
MlI Az  .          (18.12) 

Рис 18.3 
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Момент інерції стержня відносно осі Cz , яка проходить через 

центр мас стержня, дорівнює 2

12

1
MlICz  . 

Тонке кругле однорідне кільце з радіусом R  і масою M 

Знайдемо момент інерції кільця відносно осі Cz , яка перпенди-
кулярна до площини кільця та проходить через його центр (рис. 18.4, 

а). Оскільки всі точки кільця розміщені від осі Cz  на відстанях 

Rhk  , то за формулою (18.8) матимемо 

2

1

22

1

MRmRRmI
n

k
k

n

k
kCz  



.     (18.13) 

Рис. 18.4 

Кругла однорідна пластина з радіусом R  і масою M  
Визначимо момент інерції круглої пластини відносно осі Cz , яка 

перпендикулярна до площини пластини та проходить через її центр 
(рис. 18.4, б). Для цього виділимо елементарне кільце радіусом r  і 

шириною dr . Площа цього кільця дорівнює rdr2 , а маса – 

rdrdm  22 , де 
22 R

M


   – маса одиниці площі пластини. Тоді 

згідно з формулою (18.9) 

4
222

4

2
0

3
2

0

3
2

R
drrdrrI

RR

Cz    . 
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Замінивши 
22 R

M


  , отримаємо 

2
4

2 2

1

4
2 MR

R

R

M
ICz 


   (18.14) 

Без доведення наведемо формули 
моментів інерції інших однорідних тіл: 

а) суцільна прямокутна пластина з ма-
сою M  та сторонами bADaAB  ,  (рис. 18.5) 

22

3

1
,

3

1
MaIMbI АyАx  ,  (18.15) 

б) прямий суцільний круглий конус з масою 
M  та радіусом основи R  (рис. 18.6), 

23,0 MRIСz  ,      .16) 

в) суцільна куля з масою M  та радіусом R  
(рис. 18.7), 

24,0 MRIII СzСyСx    (18.17) 

Контрольні запитання 

1. Що називають механічною системою? 
2. Які сили називають зовнішніми, а які – 

внутрішніми? 
3. Назвіть властивості внутрішніх сил. 
4. Коли використовують поняття центра тя-

жіння та поняття центра мас? 
5. Як визначити координати центра мас ме-

ханічної системи? 
6. Що називають моментом інерції механічної системи відносно 

точки та відносно осі? 
7. Сформулюйте теорему Гюйгенса–Штейнера. 
8. Запишіть формули для визначення моментів інерції однорідних 

тіл: стержня, кільця, круглої та прямокутної пластин, суцільних конуса 
та кулі. 

Рис. 18.6 

Риc. 18.5 

Рис. 18.7 
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Глава 19. Теорема про рух центра мас системи 

19.1. Теорема про рух центра мас 

У деяких випадках для визначення характеру руху системи (особли-
во твердого тіла), достатньо знати закон руху її центра мас. Щоб знайти 
цей закон, додамо ліві та праві частини рівнянь руху системи (18.1): 
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.      (19.1) 

Перетворимо ліву частину отриманої рівності. Для цього з форму-
ли (18.2) для радіуса–вектора центра мас маємо: 
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. 

Візьмемо від обох частин цієї рівності другу похідну за часом 
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dt
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,  або 
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, 

де Сa


 – прискорення центра мас системи. Підставивши отриману 

залежність в рівність (19.1) та враховуючи, що 0
1
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, отримаємо: 
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.        (19.2) 

Отже добуток маси системи на прискорення її центра мас дорів-
нює геометричній сумі всіх зовнішніх сил, які діють на систему. 

Порівнявши рівняння (19.2) з рівнянням руху матеріальної точки, 
теорему про рух центра мас можна сформулювати так: 

Центр мас системи рухається як матеріальна точка, маса якої 
дорівнює масі системи і до якої прикладені всі зовнішні сили, що ді-
ють на систему. 

Спроектувавши обидві частини рівності (19.2) на координатні осі, 
отримаємо: 
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Ці рівняння є диференціальними рівняннями руху центра мас ме-
ханічної системи в проекціях на осі декартової системи координат. 

Відзначимо деякі властивості цієї теореми. 
1. Теорема обґрунтовує методи динаміки точки. З рівнянь видно, 

що розв'язок, який ми отримуємо, вважаючи дане тіло матеріальною 
точкою, визначає закон руху центра мас цього тіла. 

Якщо тіло рухається поступально, то його рух повністю визнача-
ється рухом центра мас. Таким чином, рух твердого тіла, що рухається 
поступально, можна розглядати як рух матеріальної точки, маса якої 
дорівнює масі тіла. В інших випадках тіло можна розглядати як мате-
ріальну точку лише тоді, коли для визначення положення тіла достат-
ньо знати положення його центра мас. 

2. Теорема дозволяє при визначенні закону руху центра мас дові-
льної системи виключити з розгляду всі невідомі внутрішні сили. 

19.2. Закон збереження руху центра мас 

З теореми про рух центра мас одержуємо важливі наслідки. 
1. Якщо геометрична сума зовнішніх сил, що діють на систему, 

дорівнює нулю 
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kF

1

0


, 

то з рівняння (19.2) витікає, що 0Ca


 або constvC 


. Отже, якщо 

сума зовнішніх сил, що діють на систему, дорівнює нулю, то центр 
мас цієї системи рухається зі сталою за модулем і напрямком швидкі-
стю, тобто рівномірно та прямолінійно. 

Зокрема, якщо спочатку центр мас перебуває у стані спокою, то 
він і залишиться в стані спокою. Внутрішні сили рух центра мас змі-
нити не можуть. 

2. Якщо сума проекцій зовнішніх сил на деяку вісь наприклад, 

вісь Ox  дорівнює нулю 
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e
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0 , 

то перше з рівнянь (19.3) дає: 0Cx  або constvx CxC  . 
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Тобто, якщо сума проекцій зовнішніх сил на деяку вісь дорівнює 
нулю, то проекція швидкості центра мас системи на цю вісь є ста-
лою величиною. 

Зокрема, якщо в початковий момент 0Cxv , то і в будь–який 

інший момент 0Cxv , тобто центр мас системи не буде переміща-

тися вздовж осі Ox . 
Ці наслідки виражають закон збереження руху центра мас системи. 
Розглянемо приклади, що ілюструють використання закону збе-

реження руху центра мас системи. 

Рух центра мас Сонячної системи 
Сили дії зірок на Сонячну систему – зовнішні сили. Якщо їх не 

враховувати, то Сонячна система рухається під дією внутрішніх сил. 
Отже, в першому наближенні центр мас Сонячної системи в світовому 
просторі рухається рівномірно та прямолінійно. 

Рух по горизонтальній площині 
За відсутності тертя 

ковзання людина за до-
помогою своїх мускуль-
них зусиль (сили внутрі-
шні) не змогла б рухатися 
вздовж горизонтальної 
площини, оскільки в цьо-
му разі сума проекцій на 
горизонтальну вісь Ox  
прикладених до людини 
зовнішніх сил (сила ваги 
та реакція площини) дорі-
внюють нулю й центр мас 
людини вздовж площини 
не буде переміщатися 

constxС  . Якщо лю-

дина винесе праву ногу вперед, то її ліва нога посунеться назад, а зага-
льний центр мас залишиться нерухомим відносно осі. 

За наявності сил тертя ковзання руху лівої ноги назад буде зава-
жати сила тертя, яка спрямована вперед. Ця сила й буде тією зовніш-

Рис. 19.1
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ньою силою, яка переміщає людину в бік її дії. Аналогічно проходить 
рух автомобіля, паровоза (рис. 19.1). 

Контрольні запитання 

1. Сформулюйте теорему про рух центра мас системи. 
2. Які наслідки випливають з теореми про рух центра мас систе-

ми? 
3. У чому полягає закон збереження руху центра мас системи? 
4. Як рухається центр мас Сонячної системи? 
5. Як людина здійснює рух по горизонтальній площині за 

наявності та відсутності сил тертя ковзання? 
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Глава 20. Теорема про зміну кількості руху 
матеріальної точки та механічної системи 

20.1. Міри руху 

Після вивчення диференціальних рівнянь руху системи точок мо-
же видаватися, що вивчення руху матеріальної системи можна звести 
до складання та аналізу диференціальних рівнянь. 

Узагалі ця точка зору справедлива, але практично реалізувати та-
кий шлях дослідження вдається лише для системи, яку складає неве-
лика кількість матеріальних точок. Складність використання диферен-
ціальних рівнянь руху полягає перш за все в тому, що нам не відомі 
аналітичні залежності для внутрішніх сил та реакцій в'язей. 

У теоретичній механіці розробили методи, які дозволяють обійти 
основні труднощі, що виникають при використанні диференціальних 
рівнянь руху механічної системи. З цією метою введені деякі векторні 
та скалярні величини, що характеризують рух усієї системи (так звані 
міри руху). До них належать: 

– вектор кількості руху; 
– вектор моменту кількості руху; 
– кінетична енергія; 
– сила інерції та головний вектор сил інерції; 
– момент сил інерції та головний момент сил інерції. 
Знаючи характер зміни цих величин, можна скласти часткове, а 

інколи й повне уявлення про рух механічної системи. 

20.2. Кількість руху точки та системи точок 

Основними характеристиками руху матеріальної точки та механі-
чної системи є кількість руху та кінетична енергія. 

Означення кількості руху матеріальної точки як міри механічного 
руху наведене в главі 15 при формулюванні другого закону Ньютона, 
де кількістю руху матеріальної точки було названо векторну величи-
ну, що дорівнює добутку маси точки на вектор її швидкості 

vmq


 . 

Таким чином, вектор q


 спрямований так само, як і вектор швид-

кості точки v


, тобто по дотичній до траєкторії руху точки. 
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Кількістю руху системи називають векторну величину Q


, що дорі-

внює геометричній сумі кількостей руху всіх точок системи (рис. 20.1): 
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.        (20.1) 

З рис 20.1 видно, що незалежно від величин швидкостей точок си-

стеми, вектор Q


 може приймати довільні значення, а також дорівню-

вати нулю, коли много-
кутник, побудований із 
векторів kk vm


, замкне-

ний. Очевидно, що за 

величиною Q


 немож-

ливо повністю з’ясувати 
характер руху системи. 

Рис. 20.1 

Знайдемо формулу, за допомогою якої значно легше обчислити 

величину Q


, а також з'ясувати її суть. 

З формули, яка визначає положення центра мас його радіусом–
вектором, маємо 
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Візьмемо похідну за часом від обох частин рівності (20.2). 
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Звідси витікає, що 

CvMQ


 , (20.3) 
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тобто кількість руху системи дорівнює добутку маси всієї системи 

точок M  на вектор швидкості її центра мас Cv


. 

Рівність (20.3) можна трактувати так: кількість руху механічної 
системи дорівнює кількості руху її центра мас, якщо масу всієї сис-
теми зосередити в центрі мас. 

Одиницею вимірювання кількості руху в SI є 
с

м
кг   або сН  . 

Вектор кількості руху Q


 може бути заданий своїми проекціями, 

формули для яких отримаємо з (20.1) та (20.3) і теореми про проекції 
суми векторів: 

.
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     (20.4) 

Задача 20.1. Однорідний циліндр масою кг20m котиться без ков-

зання по горизонтальній площині зі швидкістю 
с

м
2v . Визначити кількість 

руху циліндра. 
Розв’язок 

Кількості руху окремих точок циліндра мають різні напрямки. Головний 

вектор кількості руху циліндра Q


 збігається за напрямком зі швидкістю 

центра мас циліндра, а його модуль дорівнює 

Нс40
с

м
кг40  CmvQ . 

20.3. Імпульс сили 

Для характеристики дії сили на тіло за деякий проміжок часу ви-
користовують поняття імпульсу сили. Спочатку розглянемо елемента-
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рний імпульс сили, тобто імпульс сили за нескінченно малий промі-
жок часу dt . 

Елементарним імпульсом сили називають векторну величину Sd


, яка 

дорівнює добутку вектора сили F


 на елементарний проміжок часу dt : 

dtFSd


 . (20.5) 
Елементарний імпульс сили спрямований по лінії дії сили. 

Імпульс сили за довільний проміжок часу ],0[ 1t  дорівнює означе-

ному інтегралу від елементарного імпульсу, взятому в границях від 
нуля до 1t : 


1

0

t

dtFS


. (20.6) 

Якщо сила F


 постійна за величиною та напрямом ( constF 


), 

то імпульс сили дорівнює 1tFS


 , а модуль імпульсу сили – 

1FtS  . 

Проекція імпульсу сили на осі координат, ураховуючи те, що ін-
теграл є границею суми, а проекція суми векторів на вісь дорівнює су-
мі проекцій складових векторів на цю ж вісь, дорівнює: 


1

0

t

xx dtFS , 
1

0

t

yy dtFS , 
1

0

t

zz dtFS .    (20.7) 

Використовуючи проекції вектора імпульсу сили на осі, можна 

побудувати вектор S


, знайти його модуль, а також кути з осями ко-
ординат . 

Одиницями вимірювання імпульсу сили в SІ є  сН  . 
Для розв'язку основної задачі динаміки важливо виділити ті сили, 

імпульси яких можливо вирахувати наперед, не знаючи закону руху 
точки під дією цих сил. Із рівності (20.7) видно, що до таких належать 
лише сталі сили та сили, які залежать від часу. 

Для визначення імпульсів сил, залежних від координат або швид-
костей руху точки, необхідно додатково знати закон руху точки, тобто 
рівняння руху точки 
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)(1 tfx  , )(2 tfy  ,  )(3 tfz  . 

Виразивши zyx ,,  або xyx vvv ,,  через час t , можна вирахувати 

інтеграли (20.7). Якщо закон руху точки невідомий, імпульси таких 
сил вирахувати неможливо. 

20.4. Теорема про зміну кількості руху точки 

Якщо на матеріальну точку діють декілька сил, то другий закон 
Ньютона можна записати так: 

  



n

k
kF

dt

vmd

1



.    (20.8) 

Нехай точка масою m  рухається під дією сили 



n

k
kFR

1


 (рис. 

20.2) та має в момент 
часу 0t  швид-

кість 0v


, а в момент 

часу t  – швидкість 
v


. Тоді, помножив-
ши обидві частини 
рівності (20.8) на dt  
та про інтегрувавши 
їх, отримаємо 

Рис. 20.2 

 





t n

k
k

v

v

dtFdt
dt

vmd

0 10


 

або      



t

k

n

k

dtFvmvm
01

0


. 

Права частина отриманої залежності є геометричною сумою імпу-
льсів сил, а тому можна записати: 





n

k
kSvmvm

1
0


.    (20.9) 
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Рівняння (20.9) виражає теорему про зміну кількості руху точки в 
інтегральній формі: зміна кількості руху точки за деякий проміжок 
часу дорівнює геометричній сумі імпульсів сил, які діють на точку за 
той самий проміжок часу. 

Зауважимо, що залежність (20.9) є наслідком з другого закону 
Ньютона, який, у цьому разі, можна трактувати як теорему про зміну 
кількості руху в диференціальній формі. Проте завжди слід пам’ятати, 
що другий закон Ньютона є первинним і на ньому ґрунтуються дове-
дення всіх теорем динаміки матеріальної точки в інерціальній системі 
відліку. 

Для розв'язку задач часто використовують проекції рівності (20.9) 
на осі декартової системи координат: 
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;

;

    (20.10) 

Якщо сили, що діють на точку, сталі, тобто 





n

k
kx AF

1
1 , 




n

k
ky AF

1
2 , 




n

k
kz AF

1
3 , 

то 

tAxmxm 10   , tAymym 20   , tAzmzm 30   .   (20.11) 

Після інтегрування (20.11) в границях від 0 до t отримаємо 
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     (20.12) 
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де 000 ,, zyx  – початкові значення координат у момент часу 

0t . У випадку прямолінійного руху, що проходить вздовж осі Ox , 
рух точки описують першим з цих рівнянь. 

Задача 20.2. Визначити проміжок часу T , необхідний для того, щоб точ-

ка вагою G


, що рухається по горизонтальній прямій під дією сталої сили F


, 

збільшила свою початкову швидкість 0v  в n  разів. 

Розв’язок 
Приймемо пряму, вздовж якої рухається точка, за вісь Оx . Тоді на ос-

нові (20.11) будемо мати 

  FTvnv
g

G
 00 , 

звідси        )1(0  n
Fg

Gv
T . 

20.5. Теорема про зміну кількості руху системи точок 

Теорема. Похідна за часом від вектора кількості руху системи 
матеріальних точок дорівнює головному вектору всіх зовнішніх сил, 
що діють на систему. 

Для доведення теореми запишемо диференціальні рівняння руху 
системи матеріальних точок у такій формі: 
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       (20.13) 

Почленно додамо всі рівняння: 
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. 
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Другий доданок у правій частині отриманого рівняння, з ураху-
ванням властивостей внутрішніх сил, дорівнює нулю. Після перетво-
рення лівої частини маємо: 





n

k

e
k

n

k
kk Fvm

dt
d

11


, 

або, враховуючи рівність (20.1), 





n

k

e
kF

dt

Qd

1




. (20.14) 

Отже теорему доведено. 
Проекції (20.14) на осі ОzОyОx ,,  мають вигляд: 





n

k

e
kx

x F
dt

dQ

1

, 



n

k

e
ky

y F
dt

dQ

1

, 



n

k

e
kz

z F
dt

dQ

1

.  (20.15) 

Використовуючи раніше введене поняття імпульсу сили, запише-
мо теорему в іншому вигляді. 

Кількість руху системи для 0t  дорівнює 0Q


, для 1tt   – 1Q


. 

Тоді, помноживши обидві частини рівності (20.14) на dt  і проінтегру-
вавши, отримаємо: 





n

k

t
e

k dtFQQ
1 0

01

1 
, 

або         



n

k

e
kSQQ

1
01


.         (20.16) 

Рівність (20.16) виражає теорему про зміну кількості руху системи 
в інтегральній формі. 

Зміна кількості руху системи за деякий проміжок часу дорівнює 
геометричній сумі імпульсів зовнішніх сил, які діють на систему за 
той самий проміжок часу. 

Векторне рівняння (20.16) еквівалентне трьом скалярним рівно-
стям, що відповідають проекціям рівняння (20.16) на осі інерційної си-
стеми координат: 
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;

;

    (20.17) 

Покажемо зв'язок між доведеною теоремою та теоремою про рух 

центра мас системи. Якщо СvMQ


 , то підставивши це значення в 

(20.14) і врахувавши, що С
C a

dt

vd 


 , отримаємо 



n

k

e
kС FaM

1


, 

тобто вираз теореми про рух центра мас системи. 
Таким чином, теорема про рух центра мас системи та теорема про 

зміну кількості руху системи є двома різними формами однієї й тієї ж 
теореми. Для вивчення руху твердого тіла, можна рівнозначно викори-
стовувати будь–яку з цих форм. 

Але для неперервного середовища (рідина, газ) поняття про центр 
мас усієї системи практично втрачає сенс. Тоді для розв'язку задач ко-
ристуються теоремою про зміну кількості руху системи. 

Практична цінність теореми полягає в тому, що вона дає змогу 
виключити із розгляду наперед невідомі внутрішні сили. 

20.6. Закон збереження кількості руху 

З теореми про зміну кількості руху системи точок можна отрима-
ти важливі наслідки. 

Наслідок 1. Якщо сума всіх зовнішніх сил, що діють на систему 

дорівнює нулю 





 



n

k

e
kF

1

0


, тоді з рівняння (20.14) випливає, що 

constQ 


. Таким чином: якщо сума всіх зовнішніх сил, що діють на 

систему, дорівнює нулю, то вектор кількості руху системи сталий. 
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Наслідок 2. Якщо сума проекцій зовнішніх сил, що діють на сис-

тему точок, на яку–небудь вісь дорівнює нулю 





 



n

k

e
kxF

1

0 , то із рі-

вняння (20.15) випливає, що constQx  . Отже, якщо сума проекцій 

зовнішніх сил, що діють на систему точок, на яку–небудь з осей дорів-
нює нулю, то проекція головного вектора кількості руху системи на 
цю вісь величина стала. 

Ці наслідки відображають закон збереження кількості руху систе-
ми. З них випливає, що внутрішні сили не можуть змінити кількість 
руху системи. Розглянемо деякі приклади. 

Явище віддачі або відкату 
Якщо розглядати гвинтівку та кулю як одну систему, то дія поро-

хових газів при пострілі є внутрішньою силою. Ця сила не змінює су-
марну кількість руху системи. Коли порохові гази, діючи на кулю, на-
дають їй деяку кількість руху, напрямлену вперед, то вони одночасно 
повинні надати гвинтівці таку ж кількість руху в зворотному напрям-
ку. Гвинтівка буде рухатись у бік, протилежний до руху кулі. 

Реактивна тяга 
У ракеті продукти горіння палива з великою швидкістю викида-

ються із сопла ракетного двигуна. Сили, які діють при цьому, є внут-
рішніми силами та не змінюють сумарну кількість руху системи раке-
та–продукти горіння палива. Оскільки гази, що викидаються із сопла 
реактивного двигуна, мають певну кількість руху, то ракета отримує 
при цьому відповідну кількість руху, яка напрямлена в бік, протилеж-
ний до напрямку руху газу. 

Слід відмітити, що гвинтовий двигун надає літаку рух за рахунок 
відкидання назад частин повітря. У безповітряному просторі такий рух 
неможливий. Реактивний двигун надає рух за рахунок відкидання на-
зад мас, що виробляються в самому двигуні. Цей рух можливий як в 
повітряному, так і в безповітряному просторах. 

20.7. Теорема Ейлера 

Теорему про зміну кількості руху системи в диференціальній фо-
рмі використовують у механіці суцільного середовища. 

Деяка рідина або газ рухається в трубі зі змінним перерізом. Виді-
лимо частину труби об'ємом W  (рис. 20.3). 
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Цей об'єм обмеже-
ний бічною поверхнею 
труби та двома попере-
чними перерізами з 

площами 1  та 2 . 

Позначимо через 

1v


, 2v


 та v


 середні 

швидкості частин сере-
довища, що протікають 
через відповідні перері-
зи. Тоді за одиницю ча-

су через перерізи 1 , 2 ,   будуть протікати маси 111 v , 

222 v , v  де 1 , 2 ,   – густина середовища у відповідному 

перерізі. 
Будемо вважати, що швидкості окремих часток середовища та їх 

густина в кожному перерізі не змінюється з часом. Звідси випливає, 
що через кожний переріз за одиницю часу будуть протікати однакові 
кількості маси рідини, або газу, тобто 

vvvM C   222111 ,     (20.18) 

де Мс – секундна маса (маса рідини або газу, що протікає 
через довільний переріз труби за одиницю часу). Розмірність секунд-

ної маси в SІ 




с

кг
. 

Обчислимо зміну кількості руху рідини або газу, що заповнює 
об'єм W . Нехай в момент часу t  рідина або газ займали об'єм W , 

який розміщений між перерізами 1  та 2 , та в момент часу dtt   

– займають об'єм, що розміщений між перерізами 1   та 2  . Оскіль-

ки через довільний переріз проходять одинакові маси CM  то за час 

dt  через перерізи 1  та 2  пройдуть маси dtM C . Кількості руху 

їх будуть 1vdtM C


, 2vdtM C


, a зміна кількості руху Qd


 рідини або 

газу за той cfvbq проміжок часу визначиться рівністю 

Рис. 20.3 
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12 vdtMvdtMQd CC


 . 

Звідси       12 vMvM
dt

Qd
CC




 .        (20.19) 

У формулі (20.19) величини 1vM C


 та 2vM C


 називають секунд-

ними кількостями руху рідини або газу в перерізах 1  та 2 . 

Зовнішні сили, що діють на суцільне середовище, можна розділи-
ти на дві категорії: 

1) масові сили або об'ємні (сили ваги), головний вектор яких по-

значимо обF


; 

2) поверхневі сили (сили тиску стінок на середовище, сили тертя 
виділеного об'єму середовища до стінки). Головний вектор поверхне-

вих сил позначимо повF


. 

Застосувавши до маси середовища теорему про зміну кількості ру-
ху матеріальної системи в диференціальній формі (20.14), отримаємо 

повоб
1

FFF
dt

Qd n

k

e
k




 


, 

або, використавши (20.19 ), запишемо: 

021повоб  vMvMFF CC


.    (20.20) 

Залежність (20.20) виражає теорему Ейлера: сума головних векто-
рів об'ємних та поверхневих сил, а також секундних кількостей руху 
середовища, що протікає через два поперечних перерізи труби, дорів-
нює нулю, якщо вектори секундних кількостей руху спрямувати в се-
редину виділеного перерізами об'єму. 

У проекціях на осі координат рівність (20.20) має вигляд: 
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   (20.21) 
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Задача 20.3. Визначити тиск на опору A  коліна труби діаметром 20 см, 
який викликаний рухом води. Вісь труби розміщена в горизонтальній площи-
ні. По трубі тече вода зі швидкістю 4 м/с, вектор швидкості води при вході в 
трубу утворює кут 60° з вектором швидкості при виході із труби. 

Розв’язок 

Розглянемо зігнуту частину труби та позначимо через 1v


 та 2v


 вектори 

швидкостей води, а площі поперечного перерізу при вході та виході через 1  

та 2 . Осі координат виберемо так, як показано на рис. 20.4. За умовою 

vvv  21 , а також 2
21 R  . 

Сили ваги спрямовані вертикально та їх проекції на осі координат дорів-

нюють нулю. Позначимо через повX


 та повY


 проекції головного вектора сил 

тиску стінок трубопроводу на воду та запишемо перші два рівняння (20.21) 

060cos 21  vMvMX ССпов , 

060sin1  vMY Cпов . 

Рис. 20.4 

Звідси 

)60cos1(  vMX Cпов ,  60sinvMY Cпов , 

vMvMYXR CCповповпов 









2
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2

3
5.0 . 
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Таким чином, головний вектор поверхневих сил направлений по діаго-

налі паралелограма, побудованого на силах повX


 та повY


 як на сторонах. 

Сила Р


 динамічного тиску на опору A  дорівнює за модулем повR


 і 

спрямована в протилежний бік: 

vMP C .         (20.22) 

Згідно з формулою (20.18) 

vR
g

vM C
2  , де 

g

  . 

Підставивши в формулу (20.22) ці величини, отримаємо 

  .Н57241,014,3
81,9

1000 2222  vR
g

P   

Контрольні запитання 

1. Які величини називають кількістю руху матеріальної точки та 
механічної системи? 

2. Що називають елементарним імпульсом сили та імпульсом сили? 
3. Записати теорему про зміну кількості руху точки та механічної 

системи в диференціальній та інтегральній формі. 
4. Сформулюйте закон збереження кількості руху системи. 
5. Поясніть явище віддачі під час вистрілу. 
6. Запишіть теорему Ейлера у векторній формі та в проекціях на 

осі декартової системи координат. 
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Глава 21. Теорема про зміну моменту кількості руху 
точки та системи 

21.1. Момент кількості руху точки. 
Головний момент кількості руху системи 

Іноді при вивченні руху точки замість зміни кількості руху vm


 
виникає необхідність розглядати зміну моменту кількості руху. 

Момент вектора кількості руху 
точки vm


 відносно даного центра О  

або осі Оz  позначають )( vmmO


 або 

)( vmmОz


 і називають відповідно 

моментом кількості руху або кіне-
тичним моментом точки відносно 
центра (осі). 

Обчислюють момент вектора 

kk vm


 так само, як і момент сили. 

При цьому вектор kk vm


 вважа-

ють прикладеним до рухомої точки 

kM  (рис. 21.1). За модулем 

kkkkkO hvmvmm )(


, де kh  – до-

вжина перпендикуляра, опущеного із 
центра О  на напрямок вектора kk vm


. 

Уведемо поняття моменту кількості руху для системи матеріаль-
них точок. 

Головним моментом кількості руху (або кінетичним моментом) 

системи відносно даного центра О  називають величину OK


, що до-

рівнює геометричній сумі моментів кількості руху всіх точок системи 
відносно цього центра 

 



n

k
kkOO vmmK

1


.  (21.1) 

Аналогічно визначають момент кількості руху системи відносно 
координатних осей: 

Рис. 21.1 
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kkxx vmmK
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,          (21.2) 





n

k
kkzz vmmK

1

)(


. 

Визначимо момент кількості руху точки та системи у векторній 

формі. Вектор vmrkO


  називають моментом кількості руху ма-

теріальної точки відносно центра O. Тоді кінетичний момент системи 
відносно центра O 

 



n

k
kkk

n

k
OkO vmrkK

11


. 

Кількість руху системи характеризує поступальний рух, головний 
момент кількості руху системи характеризує обертальний рух системи. 

Щоб з'ясувати механічну суть величини OK


 і мати необхідні фо-

рмули для розв'язку задач, знайдемо кінетичний момент тіла, яке обер-
тається навколо нерухомої осі (рис. 21.1). 

Визначення вектора кінетичного моменту зводять до визначення 

його проекцій xK , yK , zK . Запишемо кінетичний момент тіла zK  

відносно осі обертання. Тверде тіло обертається навколо нерухомої осі 
Оz  з кутовою швидкістю  . Для довільної точки тіла, віддаленої від 

осі обертання на відстань 
kh , швидкість дорівнює kk hv  . Кінети-

чний момент для цієї точки 

  2
kkkkkkkz hmhvmvmm 


. 

Для всього тіла одержимо 

  





 



n

k
kk

n

k
kkzz hmvmmK

1

2

1


. 

Величина в дужках є моментом інерції тіла відносно осі Оz . Та-
ким чином 
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zz IK  .  (21.3) 

Отже, кінетичний момент тіла, що обертається навколо нерухомої 
осі, дорівнює добутку моменту інерції тіла відносно тієї ж осі на куто-
ву швидкість обертання тіла. 

Якщо систему складають декілька тіл, що обертаються навколо 
однієї і тієї ж осі Оz  , то 

nnzzzz IIIK   ...2211 .    (21.4) 

Можна зауважити аналогію між формулами для визначення кіль-
кості руху та моменту кількості руху: кількість руху дорівнює добутку 
маси (величина, що характеризує інертність тіла при поступальному 
русі) на швидкість; кінетичний момент дорівнює добутку моменту 
інерції (величина, що характеризує інертність тіла при обертальному 
русі) на кутову швидкість. 

У разі плоского руху тіло здійснює обертальний рух відносно осі, 
що перпендикулярна до площини руху та проходить через миттєвий 

центр швидкостей. Тоді кінетичний момент тіла РzРz IK  , де РzI  

– момент інерції тіла відносно осі, що проходить через миттєвий центр 

швидкостей. За теоремою Гюйгенса 
2MdII СzРz  , де CzI – мо-

мент інерції тіла відносно осі, що проходить через центр мас тіла; d  – 
відстань між осями Pz  та Cz . Таким чином, кінетичний момент тіла 
при плоскому русі дорівнює: 

   СРzСzССzСzРz vMmKdMvKMdIK


 2
, (21.5) 

де Сv


 – швидкість центра мас тіла. 

21.2. Теорема про зміну моменту кількості руху точки 

(Теорема моментів) 

Теорема моментів відносно осі 
Розглянемо матеріальну точку масою m , що рухається під дією 

сили F


. Знайдемо для точки залежність між моментами векторів vm


 

і F


 відносно деякої осі Оz  . Запишемо формулу для моменту сили 
відносно осі Оz  

  xyz yFxFFm 


.   (21.6) 
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Аналогічно      xyz yvxvmvmm 


,        (21.7) 

де m  винесено за дужки. 
Від обох частин рівності (21.7) візьмемо похідну по часу: 

   






















 

dt

dv
y

dt

dv
xv

dt

dy
v

dt

dx
mvmm

dt

d xy
xyz


. 

У правій частині вираз у перших дужках дорівнює нулю, так як 

xv
dt

dx
 , yv

dt

dy
 . Вираз в інших дужках відповідно до формули 

(21.6) дорівнює )(Fmz


, оскільки 

y
y F

dt

dv
m   і 

x
x F

dt

dv
m  . 

Отже           Fmvmm
dt

d
zz


 .         (21.8) 

Отримане рівняння виражає теорему моментів відносно осі: похі-
дна за часом від моменту кількості руху точки відносно осі дорівнює 
моменту сили, що діє на точку, відносно тієї ж осі. 

Теорема моментів відносно центрa 
Теорема. Похідна за часом від вектора моменту кількості руху 

точки, який визначений відносно довільного центра, дорівнює вектор-
ному моменту сили, яка діє на точку, відносно того ж центра. 

Знайдемо для матеріальної точ-

ки, що рухається під дією сили F


, 
залежність між моментами векторів 

vm


 та F


 відносно довільного 
центра O . 

Оскільки   FrFmО


  

(рис. 21.2), то 

  vmrvmmО


 . (21.9) 

Рис. 21.2 
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При цьому вектор )(FmО


 спрямований перпендикулярно до 

площини, що проходить через точку O  та вектор сили F


, а вектор 

 vmmO


 – перпендикулярний до площини, що проходить через точку 

O  та вектор vm


. 
Продиференціювавши (21.9) за часом, маємо: 

  Fr
dt

vd
mr

dt

vmd
rvm

dt

rd
vmr

dt

d 
















 






 

)(
, 

оскільки 0 vmvvm
dt

rd 


 (векторний добуток паралельних 

векторів); а Fam
dt

vd
m




 . 

Тоді        Frvmr
dt

d 
  

або           Fmvmm
dt
d

ОО


 .         (21.10) 

Теорема моментів відносно центра доведена. 

21.3. Рух точки під дією центральної сили. Закон площ 

(Закон Кеплера) 

Центральною називають силу, лінія дії якої проходить через зада-

ний центр O . Прикладом такої сили є сила тяжіння планети до Сонця 
або супутника Землі до Землі. 

Використовуючи рівняння (21.10), розглянемо рух точки M  під 

дією центральної сили F


 (рис. 21.3). Оскільки в даному випадку 

0)( FmО


, то   сonstvmrvmmО 


, або 

сonstvr 


,  constm  , тобто вектор )(vmO


 сталий за мо-

дулем і за напрямком. Але вектор vrvmО


)(  перпендикуляр-

ний до площини, в якій розміщені вектори r


 та v


. 
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Отже, якщо вектор vr


  має весь 
час сталий напрямок, то радіус–вектор 

ОМr 


 та вектор швидкості v


 будуть 
розміщені весь час в одній і тій самій 
площині. 

Звідси можна зробити висновок, що 
траєкторія точки М  буде плоскою кри-
вою і 

  constvhvmO 


. 

Рис. 21.3 

Отриманий результат має очевидне геометричне пояснення. Оскі-

льки h
dt

ds
vh  , a dhds OMM 2S2 '   , де d  – площа еле-

ментарного трикутника MOO  , то 

dt

d
vh


2 . 

Величина 
dt
d

 визначає швидкість зміни площі, утвореної радіусом–

вектором ОМ  під час руху точки М , і її називають секторною шви-
дкістю точки. У розглянутому випадку ця швидкість стала 

   constvm
dt

d
O 


2

1
.    (21.11) 

Отже, під дією центральної сили точка рухається по плоскій 
кривій зі сталою секторною швидкістю, тобто так, що радіус–
вектор точки за однакові проміжки часу описує однакові площі. 

Цей закон має місце під час руху планет та супутників і виражає 
один із законів Кеплера. Розглянемо приклад. Орбітою планети, що 
рухається під дією сили тяжіння Сонця, є еліпс (рис. 21.4). 

Сонце перебуває в фокусі C  еліпса. Оскільки сила є центральною, 
то має місце закон площ. Тому в найближчій до Сонця точці орбіти П  
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(перигей) швидкість планети 

Пv


 буде найбільшою, а в най-

дальшій точці орбіти А (афе-

лій) – швидкість Av


 буде най-

меншою. 
Цей результат витікає з 

рівняння (21.11), яке для то-
чок А  та П  дає 

СПvACv ПA  . 

До цього висновку можна прийти, якщо врахувати, що площі сек-
торів, утворених радіус–вектором за одинакові проміжки часу, одна-
кові; отже за той самий час планета в околі точки П  повинна пройти 
більший шлях, ніж в околі точки А . 

21.4. Теорема про зміну кінетичного моменту системи точок 

(теорема моментів) 

Теорема моментів, доведена для однієї точки, буде справедлива 
для кожної точки системи. Отже, якщо розглянути точку системи з ма-

сою km , що має швидкість kv


, то для неї можна записати 

      i
kО

e
kОkkО FmFmvmm

dt

d 
 , 

де 
e

kF


 і 
i

kF


 – рівнодійні всіх зовнішніх та внутрішніх сил, що 

діють на точку . 
Записавши такі рівняння для всіх точок системи та почленно до-

давши їх, одержимо: 
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. 

Остання сума в отриманому виразі за властивостями внутрішніх 
сил системи дорівнює нулю. Тоді, врахувавши вираз (21.1), запишемо: 
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О Fm
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1




.      (21.12) 

Рис. 21.4 
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Отримане рівняння виражає теорему моментів для системи: похі-
дна по часу від вектора головного моменту кількості руху системи 
(кінетичного моменту) відносно деякого центра дорівнює векторній 
сумі моментів усіх зовнішніх сил системи відносно того ж центра. 

Спроектувавши рівність (21.12) на осі нерухомої системи коорди-
нат і прийнявши до уваги вираз (21.2), одержимо: 
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x Fm
dt
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,         (21.13) 
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z Fm
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dK

1


. 

Ці рівняння виражають теорему моментів відносно довільної не-
рухомої осі. 

Доведеною теоремою широко користуються для вивчення оберта-
льного руху твердого тіла, а також у теорії гіроскопів та в теорії удару. 
Практична цінність теореми моментів у тому, що вона, аналогічно те-
оремі про зміну кількості руху, дозволяє виключити з розгляду неві-
домі внутрішні сили. 

21.5. Закон збереження кінетичного моменту 

Висновки з теореми моментів: 

1. Якщо зовнішні сили такі, що геометрична сума моментів цих 
сил відносно даного центра дорівнює нулю, то вектор головного мо-
менту кількості руху системи відносно того ж центра сталий. 

Отже, якщо   0
1




n

k

e
kО Fm


, то constKO 


. 

2. Якщо зовнішні сили такі, що сума моментів цих сил відносно де-
якої осі дорівнює нулю, то головний момент кількості руху системи від-
носно тієї ж осі сталий. 

Тобто, якщо   0
1




n

k

e
kz Fm


, то constK z  . 
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Ці наслідки виражають закон збереження головного моменту кі-
лькості руху системи. Звідси виходить, що внутрішні сили не зможуть 
змінити головний момент кількості руху. 

Розглянемо систему, що обертається навколо нерухомої осі Oz . 

Тоді, згідно з формулою (21.3), zz IK  . Якщо в цьому випадку 

  0
1




e
k

n

k
z Fm


, то constI z  . Звідси такі висновки: 

а) якщо система незмінна, тобто constI z  , то const , 

тобто тверде тіло, закріплене на осі, обертається зі сталою швидкістю; 
б) якщо система змінна, то під дією внутрішніх або зовнішніх сил 

її точки віддаляються або наближаються до осі Oz , що є причиною 

збільшення або зменшення zI . Оскільки constI z  , то при збі-

льшенні zI  кутова швидкість   буде зменшуватись, а при зменшенні 

zI  – збільшуватися. Таким чином, дією внутрішніх сил можна зміню-

вати кутову швидкість обертання системи. 

Розглянемо деякі приклади. 

а). Досліди з платформою Жуковського. Для демонстрації закону 
збереження кінетичного моменту зручно користуватися "платформою 
Жуковського". Це кругла горизонтальна платформа на кулькових опо-
рних підшипниках, яка має можливість з малим тертям обертатися на-
вколо вертикальної осі z . Для людини, яка стоїть на такій платформі, 

  0
1




n

k

e
kz Fm


 і constI z  . 

Якщо людина, розвівши руки в боки, надасть собі поштовхом 

обертального руху навколо осі, а потім опустить руки, то величина zI  

зменшиться, а кутова швидкість   зросте. Такий спосіб зміни кутової 
швидкості широко використовують у балеті, в фігурному катанні на 
ковзанах, під час виконання стрибків у повітрі (сальто). 

б). Обертання снаряда в каналі ствола. Розглядаючи ствол та сна-
ряд як одну систему, бачимо, що сили тиску порохових газів під час 
стрільби будуть внутрішні та не змінять величину кінетичного момен-
ту, який до стрільби дорівнював нулю. Допустимо, що снаряд починає 
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обертатися, наприклад, вправо, то ствол буде намагатися обертатися 
вліво так, щоб в кожний момент часу виконувалась рівність 

ствствснсн  II  . 

Цьому обертанню ствола заважають цапфи, якими він закріплений 
на лафеті. Унаслідок цього з’являється додатковий тиск на цапфи. 

в). Реактивний момент гвинта. Повітряний гвинт, що встановле-
ний на гелікоптері, не лише відкидає повітря вниз, але і надає цій масі 
повітря обертального руху. Сумарний кінетичний момент рухомої ма-
си повітря та гелікоптера тоді весь час дорівнює нулю, оскільки сис-
тема спочатку була нерухома, а сили взаємодії між гвинтом та повіт-
рям внутрішні. Тому гелікоптер розпочинає обертальний рух у бік, 
протилежний обертанню гвинта. Обертальний момент, що діє при 
цьому на корпус гелікоптера, називають реактивним моментом. 

Щоб запобігти реактивному обертанню корпуса одногвинтового 
гелікоптера, на його хвостовій частині ставлять другий гвинт. У бага-
тогвинтового гелікоптера гвинти обертаються в різні боки. 

Контрольні запитання 

1. Що називають моментом кількості руху точки та системи? 
2. Запишіть рівняння, які виражають теореми про зміну моменту 

кількості руху точки відносно центра та відносно осі. 
3. Сформулюйте закон Кеплера. 
4. Запишіть рівняння, які виражають теорему про зміну 

кінетичного моменту системи. 
5. Сформулюйте закон збереження кінетичного моменту. 
6. Пояснять досліди з платформою Жуковського. 
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Глава 22. Робота сили. Потужність 

22.1. Елементарна робота сили, прикладеної до точки 

Для характеристики дії сили, що діє на тверде тіло, використову-
ють поняття роботи сили. Робота сили характеризує ту дію сили, яка 
визначає зміну модуля швидкості рухомої точки. 

Уведемо поняття елементарної ро-
боти сили на нескінченно малому пере-
міщенні ds  (рис. 22.1). 

Елементарною роботою сили F


 
називають скалярну величину dA , яка 

дорівнює добутку проекції сили F


 на 
вісь, дотичну до траєкторії руху точ-
ки, на елементарне переміщення 

dsFdA  .              (22.1) 

Рис. 22 1 

Це визначення відповідає поняттю про роботу як характеристику 
тієї дії сили, котра призводить до зміни модуля швидкості точки. Якщо 

розкласти силу на складові F


 та nF


, то модуль швидкості точки змі-

нює складова F


, надаючи точці дотичне прискорення. 

Складова nF


 змінює напрямок вектора швидкості v


, або, під час 

невільного руху, змінює тиск на в'язь. Знаючи, що  cosFF  , 

отримаємо 
cosFdsdA  .        (22.2) 

Таким чином, елементарна робота сили дорівнює добутку проек-
ції сили на напрямок переміщення точки на елементарне переміщення 
ds , або елементарна робота сили дорівнює добутку модуля сили на 

елементарне переміщення ds  та на косинус кута між напрямком сили 
та напрямком переміщення. 

Якщо кут   гострий, то робота додатна. Якщо кут 0 , то 

елементарна робота FdsdA  . Якщо кут   тупий, то робота від'єм-



 256 

на. Для кута 
180  елементарна робота FdsdA  . Якщо кут 

90 , тобто сила перпендикулярна до переміщення, то елементар-
на робота сили дорівнює нулю. 

Знак роботи має такий зміст: робота додатна, коли дотична скла-
дова сили спрямована в бік руху, тобто коли сила прискорює рух; ро-
бота від'ємна, коли дотична складова сили спрямована в бік, протиле-
жний руху, тобто сила сповільнює рух. 

З кінематики відомо, що вектор елементарного переміщення 

dtvrd


 , a dtvds


 . 

Звідси виходить, що rdds


 . Використавши поняття скалярно-

го добутку двох векторів, рівність (22.2) можна записати у вигляді 

rdFdA


 . 

Тобто, елементарна робота сили дорівнює скалярному добутку 
вектора сили на вектор елементар-
ного переміщення точки прикла-
дання сили. 

Запишемо аналітичну форму-
лу елементарної роботи. 

Для цього вектор сили F


 
спроектуємо на осі ОzОyОx ,, . 

На рис. 22.2 проекціями век-

тора сили F


 на осі є величини 

zyx FFF ,, . 

Рис. 22. 2 

Елементарне переміщення dsMM '
 складається з переміщень 

dzdydx ,,  вздовж координатних осей, де zyx ,,  – координати точки 

M . Тоді роботу сили F


 на переміщенні ds  можна записати як суму 

робіт її складових zyx FFF ,,  на відповідних переміщеннях 

dzdydx ,, . Складова xF  виконує роботу лише на переміщенні dx , 
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яка дорівнює dxFx . Роботу двох інших складових сили на перемі-

щеннях dzdy,  записують аналогічно. Тоді елементарна робота сили: 

dzFdyFdxFdA zyx  .    (22.3) 

22.2. Робота сили 

Роботу сили на довільному кінцевому переміщенні 10ММ  (рис. 

22.1) обчислюють як інтегральну суму відповідних елементарних робіт 

  dsFA
M

M
MM 

1

0

10  ,     (22.4) 

або         
1

0

10

M

M
zyxMM dzFdyFdxFA .       (22.5) 

Тобто робота сили на довільному переміщенні 10ММ  дорівнює 

взятому по цьому переміщенні інтегралу від елементарної роботи. Ін-

теграли в формулах (22.4) та (22.5) беруть вздовж кривої 10ММ , тоб-

то ці інтеграли криволінійні. 

Якщо величина constF  , то із (22.4) 

  sFA MM 
10

. 

Такий випадок має місце тоді, коли сила, яка діє, стала за величи-
ною та за напрямком, а точка, до якої прикладена сила, рухається пря-

молінійно. Тоді constFF   cos  і робота сили 

cos)( 10
FsA MM  . 

Одиницею вимірювання роботи в SІ є джоуль ( Нм1Дж1  ). 

Для розв'язку основних задач динаміки важливо виділити ті сили, 
роботу яких можна вирахувати, не знаючи закону руху точки, на яку 
діють ці сили. З формули (22.5) видно, що такими можуть бути лише 
сталі сили або сили, що залежать від положення рухомої точки. 

Для обчислення роботи сил, що залежать від часу або швидкості 
руху точки, необхідно знати закон її руху, тобто координати zyx ,,  як 
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функції часу. Тоді всі змінні величини можна виразити через t  й об-
числити інтеграл (22.5). 

Не знаючи закону руху точки, тобто не розв'язавши основну за-
дачу динаміки, роботу таких сил обчислити неможливо. 

Графічний спосіб обчислення роботи 
Якщо сила залежить від переміщення s  і відомий графік залеж-

ності F  від s , то роботу сили F


 мож-

на обчислити графічно.  

Нехай у положенні 0M  точка пере-

буває від початку відліку на відстані 0s  

(рис. 22.3), а в положенні 1M  – на від-

стані 1s . Тоді за формулою (22.4), вра-

ховуючи геометричну суть інтеграла, 
одержимо: 

  
1

0

10 )(

S

S
MM dsFA , 

де  – величина заштрихованої на рис. 22.3 площі, помноженої на 
масштабний коефіцієнт. 

22.3. Потужність 

Потужністю називають величину, що визначає роботу сили за 
одиницю часу, 

vF
dt

dsF

dt

dA
N 

  .    (22.6) 

Отже потужність дорівнює добутку дотичної складової сили на 
швидкість руху. 

Якщо робота виконується рівномірно, то потужність 
t

A
N  , де 

t  – час, протягом якого виконується робота A . 
Підставивши в (22.6) вираз для dA  із (22.2) , одержимо 

Рис. 22.3 
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vF
dt

rd
F

dt

dA
N


 , 

або, використовуючи поняття скалярного добутку двох векторів, 

zzyyxx vFvFvFvFN 


,   (22.7) 

тобто потужність дорівнює скалярному добутку вектора сили F


 на 
вектор швидкості v


 точки прикладання сили. 

Одиницею вимірювання потужності в SІ є ват 





 

с

Дж
1Вт1 . 

З рівняння vFN   видно, що у двигуна з потужністю N  сила 

тяги F  буде тим більша, чим менша швидкість руху v . Тому на під-

йомах включають понижену передачу, що дає змогу розвивати авто-

мобілю максимальну силу тяги F . 

22.4. Приклади обчислення роботи 

Розглянуті нижче приклади можна використовувати під час 
розв’язування задач. 

Робота сили ваги 

Точка M , на яку діє сила ваги G


, переміщується з положення 

 0000 zyxM  в положення )( 1111 zyxM  (рис. 22.4). 

Виберемо осі координат 

так, щоб вісь Оz  була спрямо-
вана вертикально вгору. Тоді 

0 yx GG , GGz  . 

Підставивши ці значення в 
(22.5) і враховуючи, що змінною 
інтегрування є z , одержимо: 

Рис. 22.4 
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)()(
1

0

1

1

10
10 )(   

M

M

Z

Z
MM zzGdzGdzGA . 

Якщо точка 0M  розміщена вище від 1M , то hzz  10 , де h  

– величина вертикального переміщення точки; якщо точка 0M  роз-

міщена нижче від точки 1M , то hzz  10 . 

Таким чином 

  GhA MM 
10

. (22.8) 

Робота сили ваги дорівнює взятому зі знаком плюс чи мінус до-
бутку модуля сили на вертикальне переміщення точки її прикладання. 

Робота додатна, якщо початкове положення точки вище від кінце-
вого. З отриманого результату видно, що робота сили ваги не залежить 
від траєкторії рухомої точки. Сили, які мають таку властивість, нази-
вають потенціальними. 

Робота сил ваги, що діють на систему точок 

Робота сили ваги елементарної частини з вагою kG  дорівнює 

)( 10 kkk zzG  , де 10 , kk zz  – координати, що визначають початкове 

та кінцеве положення елементарної частини. Тоді сума робіт усіх сил 
ваги системи дорівнює 

С

n

k

n

k
CCkkkk GhzzGzGzGA  

 


1 1
1010 )( , (23.9) 

де враховано, що 



n

k
kkС zGGz

1

, G  – вага системи, Сh  – вер-

тикальне переміщення центра тяжіння. 
Тобто, роботу сил ваги системи обчислюють як роботу їх рівно-

дійної G  на переміщенні центра тяжіння системи. 

Робота пружної сили 
Розглянемо тіло М, яке лежить на горизонтальній площині та при-

кріплене до вільного кінця пружини (рис. 22.5). 

Точкою О відмітимо кінець недеформованої пружини ( 0lAO  ) 

і приймемо цю точку за початок осі Оx . 
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Після зміщення тіла 
M  на l  від положен-
ня рівноваги на нього 

буде діяти сила F


, 
спрямована до точки O . 

Величина цієї сили 
за законом Гука пропо-
рційна видовженню 

пружини 0lll  . У нашому випадку x . Тоді за модулем 

сила F


 дорівнює 

xclcF  , 

де с  – коефіцієнт жорсткості пружини. Розмірність с  – 




м

Н
. 

Знайдемо роботу сили пружності при переміщенні тіла з поло-
ження )( 00 xM  в положення )( 11 xM . Ураховуючи, що в цьому при-

кладі cxFx  ; 0 zy FF , одержимо 

   2
1

2
0

1

0

1

0

10 2
xx

c
dxcxdxFA

x

x

M

M
xMM   .    (22.10) 

Цей результат можна отримати 
також за графіком залежності F  від 
x , обчисливши площу   заштрихо-
ваної на рис. 22.6 трапеції з ураху-
ванням знаку роботи. 

У формулі (22.10) поч0 lx   – 

початкове видовження пружини, 

кін1 x  – кінцеве видовження 

пружини. Тоді 

    2
кін

2
поч210

ll
c

A MM  , 

Рис. 22.5 

Рис. 22.6 
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тобто робота сили пружності дорівнює половині добутку коефіцієнта 
жорсткості на різницю квадратів початкового та кінцевого видовжень 
(стиснень) пружини. 

Робота буде додатною, коли кінпоч ll  , тобто коли кінець 

пружини переміщається до рівноважного положення тіла на пружині. 

Отже, робота сили пружності F


 залежить від значень почl  та кінl  

і не залежить від форми траєкторії тіла. Тобто, сила пружності також 
потенціальна. 

Робота сили тертя 
Розглянемо точку, що руха-

ється по деякій шорсткій площині 
або прямій (рис. 22.7). Сила тертя 
ковзання, що діє на точку, дорів-
нює за модулем fN , де f – ко-

ефіцієнт тертя ковзання, а N – но-
рмальна реакція поверхні. Сила 
тертя ковзання спрямована в бік, 
протилежний переміщенню точ-

ки, тобто fNF тр . Тоді 

 
1

0

1

0

10 тр

M

M

M

M
MM fNdsdsFA .    (22.11) 

Якщо величина сили тертя стала, то sFA MM тр10
 , де s  – 

довжина дуги кривої 10MM , по якій переміщається точка. 

Таким чином, робота сили тертя ковзання завжди від'ємна. Оскі-

льки ця робота залежить від довжини дуги 10ММ , то сила тертя ков-

зання не потенціальна. 

Робота сили, прикладеної до тіла, що обертається 

Елементарна робота сили F


, яка прикладена до тіла, яке оберта-
ється (рис. 22.8), дорівнює 

 hdFdsFdA  . 

Рис. 22. 7 
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де hdds  , d  – кут повороту 
тіла. 

Величину zz MFmhF  )(


  на-

зивають обертальним моментом. 

Тоді   dMdA z  .   (22.12) 

Отже елементарна робота дорівнює 
добутку обертального моменту на еле-
ментарний кут повороту. 

Формула (22.12) справедлива також 
для декількох сил, що діють на тіло, як-

що врахувати 



n

k
kzz FmM

1

)(


. При 

повороті тіла на кінцевий кут робота буде дорівнювати 





0

dMA z
, 

а у випадку сталого моменту ( constM z  ): 

zMA  . (22.13) 

Знак роботи не залежить від знаку моменту zМ . Робота буде до-

датня тоді, коли напрям обертання та напрям моменту zМ  однакові. 

Якщо напрям обертання та напрям моменту протилежні – то робота 
від'ємна. 

Якщо на тіло діє пара сил, що лежить у площині, перпендикулярній 

до осі Oz , то zM  в формулах (22.12) – (22.13) буде моментом цієї пари. 

Для визначення потужності використаємо рівність (22.6) і запишемо: 


zz M

dt

d
M

dt

dA
N  .    (22.14) 

Отже, якщо сили діють на тіло, яке обертається навколо нерухо-
мої осі, то потужність дорівнює добутку обертального моменту на ку-
тову швидкість. За тієї самої потужності обертальний момент буде тим 
більшим, чим менша кутова швидкість. 

Рис. 22.8 
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Робота моменту сили тертя кочення 
На колесо радіуса R , що котиться по площині без ковзання, діє 

сила тертя трF


, яка перешкоджає ковзанню точки дотику B  колеса до 

площини. Елементарна робота цієї сили дорівнює 

BdsFdA тр . 

Але точка B  у даному випадку є миттєвим центром швидкостей, 

тому її швидкість дорівнює нулю ( 0Bv ). Отже дорівнюють нулю еле-

ментарне переміщення точки B  ( 0Bds ), оскільки dtvds BB  , та 

елементарна робота сили тертя на такому переміщенні ( 0dA ). 
Звідси випливає: при ко-

ченні без ковзання робота си-
ли тертя ковзання на довіль-
ному переміщенні тіла дорів-
нює нулю; дорівнює нулю і 

робота реакції N


, прикладе-
ної в точці B  (рис. 22.9, а). 

Опір коченню, що вини-
кає внаслідок деформації по-
верхні, складає пара сил, мо-
мент якої NM коч , де   – коефіцієнт тертя кочення. 

Ураховуючи, що під час кочення кут повороту колеса 
R

ds
d C  

одержимо: 

CNds
R

NddA
 

 , 

де Cds  – елементарне переміщення центра С  колеса. 

Якщо constN  , то повна робота сили опору коченню буде до-
рівнювати 

CNs
R

NA
  . (22.15) 

Рис. 22.9 



 265

Оскільки величина 
R


 мала, то за наявності 

інших сил опору, сили опору коченню можна не 
враховувати. 

Робота сили тяжіння 
Якщо Землю (планету) розглядати як однорі-

дну кулю, то на точку M з масою m , що розмі-
щена поза кулею або на її поверхні, буде діяти си-

ла тяжіння F


. Ця сила, яка спрямована до центра 
O  кулі, дорівнює 

2r

m
kF  . 

Коефіцієнт k  можна визначити з умови, що 
на поверхні Землі ( Rr  , де R  – радіус Землі) 
сила тяжіння дорівнює mg . Тоді 

2R

m
kFmg     і   

2gRk  . 

Запишемо елементарну роботу сили F


. 

Як видно з рис. 22.10, елементарне переміщення 10MM  точки 

M можна розкласти: на переміщення Ma , яке чисельно дорівнює пе-

реміщенню dr  відстані rOM   і спрямоване вздовж OM , та пе-

реміщення Mb , яке перпендикулярне до OM  ( OMMb  ), а також 

до сили F


. 

На переміщенні Mb  робота сили F


 дорівнює нулю, а на пере-

міщенні Ma , яке спрямоване протилежно до сили F


, 

dr
r
m

kFdrdA
2

 . 

Допустимо, що точка M  переміщується з положення 

 00 rrM   у положення )( 11 rrM  . Тоді робота сили F


 

Рис. 22.10 
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Робота буде додатна, якщо 10 rr  , тобто коли кінцеве положення 

точки ближче до поверхні Землі ніж початкове. 
Робота сили тяжіння не залежить від вигляду траєкторії, вздовж 

якої переміщається точка M , тобто сила тяжіння є потенціальною. 

Контрольні запитання 

1. Що називають елементарною роботою сили? 
2. Як обчислюють роботу сили на довільному кінцевому перемі-

щенні? 
3. Як графічно можна обчислити роботу? 
4. Що називають потужністю? 
5. Як обчислюють роботу сили ваги, сили пружності, сили тертя 

кочення, сили тяжіння? 
6. Які сили називають потенціальними? 
7. Як обчислити роботу сили, прикладеної до тіла, що 

обертається? 
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Глава 23. Теореми про зміну кінетичної енергії 
точки та системи 

23.1. Кінетична енергія точки та системи 

Уведемо поняття ще однієї міри руху – кінетичної енергії. 
Кінетичною енергією (або живою силою) точки називають ска-

лярну величину 
2

2mv
, що дорівнює половині добутку маси точки на 

квадрат її швидкості. 
Кінетичною енергією системи називають скалярну величину T , що 

дорівнює арифметичній сумі кінетичних енергій усіх точок системи. 





n

k

kkvm
T

1

2

2
 .      (23.1) 

Кінетична енергія є характеристикою поступального та оберталь-
ного рухів системи, тому теорему про зміну кінетичної енергії часто 
використовують для розв'язку задач. 

Головна відмінність кінетичної енергії від уведених раніше харак-

теристик Q


 та OK


 полягає в тому, що кінетична енергія є величи-

ною скалярною та додатною. Тому вона не залежить від напрямку ру-
ху частин системи і не характеризує зміну цих напрямків. 

Відмітимо ще одну важливу обставину. Внутрішні сили, що діють 

на систему, не змінюють векторні характеристики Q


 та OK


. Але як-

що під дією внутрішніх сил змінюються модулі швидкостей точок си-

стеми, то при цьому змінюється й величина T . 
Якщо систему складають декілька тіл, то її кінетична енергія до-

рівнює сумі кінетичних енергій цих тіл: 





n

k
kTT

1

.   (23.2) 

Одиницею вимірювання кінетичної енергії у SI є 

   










 


2

2

с

мкг
мНДж . 
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23.2. Кінетична енергія твердого тіла 

Матеріальна система дуже часто є твердим тілом або сукупністю 
твердих тіл. Тому потрібно вміти визначати кінетичну енергію твердо-
го тіла, яке може здійснювати різні рухи. 

Оскільки тверде тіло розглядають з неперервною розподіленою 
масою, то всі суми, що входять до виразу кінетичної енергії системи, 

переходять в інтеграли, а масу km  окремої точки замінюють дифере-

нціалом dm . Тому формула для визначення кінетичної енергії твер-
дого тіла має вигляд 


)(

2

2

1

M

dmvT ,   (23.3) 

де інтегрування проводять по масі всього тіла. 
Наведемо формули для обчислення кінетичної енергії тіла у випа-

дках різних його рухів. 

Поступальний рух 
Під час поступального руху твердого 

тіла швидкості всіх його точок однакові 

(рис. 23.1). Винісши 
2v  у формулі (23.3) 

за знак інтеграла, одержимо: 

2

)(

2
пост 2

1

2

1
C

M

MvdmvT   . (23.4) 

Тут ураховано, що Mdm
M


)(

, а 

швидкості Ck vv  . 

Отже кінетична енергія тіла під час поступального руху дорів-
нює половині добутку маси тіла на квадрат швидкості центра мас. 

Аналогічний вираз одержимо використовуючи формулу (23.1), в 

яку замість kv  підставимо Cv : 

2

1

2

1

2

1

2

2

1

2

1

22 C

n

k
kC

n

k

Ck
n

k

kk
пост Mvmv

vmvm
T  



. 

Рис. 23.1 
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Обертальний рух 
Якщо тверде тіло обертається навколо деякої нерухомої осі Oz , 

то модуль швидкості k –тої точки твердого тіла дорівнює kk hv  , 

де   – модуль кутової швидкості твердого тіла, kh  – відстань від k –

ої точки до осі обертання Oz . Підставивши в формулу (23.3) вираз 
для швидкості точки, одержимо 


)(

22

2

1

M
k dmhT  . 

Винісши у цьому виразі за знак інтеграла 
2  (кутова швидкість 

однакова для всіх точок тіла та від змінної інтегрування не зале-
жить), отримаємо 


)(

22

2

1

M
k dmhT  , 

де z
M

k Idmh 
)(

2
 – момент інерції тіла відносно осі обертання. 

Таким чином     2
об 2

1 zIT  .          (23.5) 

Використовуючи формулу (23.1), одержимо такий самий результат 





n

k
zkk

n

k

kk Ihm
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T
1

222

1

22

об 2

1

2

1

2



. 

Плоскопаралельний рух 
Під час плоскопаралельного руху 

швидкості точок тіла в кожний момент ча-
су розподілені так, немов би тіло оберта-
ється навколо осі Pz , перпендикулярної 
до площини руху, що проходить через мит-
тєвий центр швидкостей Р  (рис. 23.2). 

Тобто   
2

плоск 2

1 РzIT  ,      (23.6) 
Рис. 23.2 
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де РzI  – момент інерції тіла відносно осі Pz ,   – кутова швид-

кість тіла. Величина РzI  буде змінною, оскільки положення центра 

Р  під час руху тіла змінюється. 
Уведемо постійний момент інерції 'Cz

I  відносно осі, що прохо-

дить через центр мас С ( PzzC || ). За теоремою Гюйгенса 
2

' MdII
CzPz  , де CPd  . Підставимо цей вираз у формулу 

(23.6). Урахувавши, що точка Р  – миттєвий центр швидкостей, а 

CvCPd   , будемо мати: 

 
.MvIMdI

MdIIT

CCzCz

CzPz

''

'

22222

2
2

2
плоск

2

1

2

1

2

1

2

1
22

1








 

(23.7)

 

Під час плоскопаралельного руху кінетична енергія тіла дорівнює 
сумі кінетичних енергій: поступального руху тіла зі швидкістю 

центра мас і обертального руху тіла навколо центра мас. 

Сферичний рух 
Під час сферичного руху твердого ті-

ла (руху тіла з однією нерухомою точкою 
О) модуль швидкості довільної точки M  
визначається рівністю hv   (рис. 

23.3), де   – кутова швидкість тіла, h  

відстань від точки M до миттєвої осі обе-
ртання тіла Oz . 

Порівнюючи сферичний рух з обер-
танням навколо нерухомої осі, коли 

khv   , одержимо вираз для кінетич-

ної енергії твердого тіла під час сферичного руху 

2

2

1 IT  ,       (23.8) 

де Iω – момент інерції тіла відносно миттєвої осі обертання. 

Рис. 23.3 
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Під час сферичного руху кінетична енергія твердого тіла дорів-
нює половині добутку моменту інерції тіла відносно миттєвої осі 
обертання на квадрат кутової швидкості. 

Звернемо увагу на відмінність формул (23.5) та (23.8). Положення 
осі обертання Оz  не змінюється відносно тіла, а тому момент інерції 

zI  у формулі (23.5) є величиною сталою. Положення миттєвої осі 

обертання змінюється відносно тіла, внаслідок цього момент інерції 

I  у формулі (23.8) є змінною величиною. 

Загальний випадок руху 
Якщо за полюс прийняти точку С  – центр мас тіла (рис. 23.4), то 

рух тіла в загальному випадку буде складатися з поступального руху 

тіла зі швидкістю Сv


 та обертального навколо миттєвої осі CP , що 

проходить через цей полюс. Тоді швидкість kv


 довільної точки тіла 

дорівнює геометричній сумі швидкості полюса Сv


 і швидкості 
/
kv


, 

яку отримує точка при обертанні 
разом з тілом навколо осі CP , 
яка проходить через полюс, 

/
kСk vvv


 . 

При цьому kk hv  / , де 

kh  – відстань від точки до осі 

CP , а   – абсолютна кутова 
швидкість обертання тіла навко-
ло цієї осі. Звідси випливає, що 

Рис. 23.4 

  2//22/22 2 kkССkСkk vvvvvvvv


 . 

Підставивши отриманий вираз у (23.1) і врахувавши, що 

kk hv  / , одержимо: 
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Відмітимо, що 



n

k
k Mm

1

 – маса тіла; 



n

k
CPkk Ihm

1

2
– мо-

мент інерції тіла відносно осі CP  (миттєва вісь); 



n

k
kk vm

1

/ 0


, так 

як 



n

k
Ckk vMvm

1

// 
 (що витікає з формули 






 

m

rm

dt

d

dt

rd kkC


 

або 
M

vm
v kk

C





). 

Величина 
/
CvM


 є тією кількістю руху, яку одержує тіло при обер-

танні навколо осі CP , що проходить через центр мас тіла. Отже 

22

2

1

2

1 CPC IMvT   .     (23.9) 

Кінетична енергія тіла в загальному випадку руху дорівнює сумі 
кінетичної енергії поступального руху тіла зі швидкістю центра мас 
та кінетичної енергії обертального руху навколо осі, що проходить 
через центр мас тіла. 

Задача 23.1. Коток К  з масою 1m  лежить на горизонтальній площині 

(рис. 23.5). Коток обмотаний тросом, перекинутим через блок Б  радіуса r . 

До вільного кінця троса прикріплено вантаж Г маси зm . 

Під час опускання вантажу зі швидкістю v


 трос приводить в рух без ко-
взання коток K . Визначити кінетичну енергію системи, якщо момент інерції 

блока Б відносно осі обертання дорівнює 2I ; коток вважати однорідним 

круглим циліндром, масу троса не 
враховувати. 

Розв’язок 
Кінетична енергія системи 

ГБk TTTT  . 

Вантаж Г  рухається поступа-
льно і його кінетична енергія згідно з 
(23.4) дорівнює Рис. 23.5 
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2
32

1
vmTГ  . 

Блок Б  обертається навколо нерухомої осі. Згідно з (23.5) його кінетична енергія 
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2
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r

v
IIT ББ  , так як 

r

v
Б  . 

Коток К  здійснює плоский рух. Його кінетична енергія відповідно до (23.6) 

2
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Кінетичну енергію системи запишемо так 

2
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2
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v
IvmT  . 

23.3. Теорема про зміну кінетичної енергії точки 

Розглянемо точку маси m , яка 
під дією прикладеної до неї сили з 
положення 0M , де вона має швид-

кість 0v


, переміситься в положення 

1M , де її швидкість дорівнює 1v


 
(рис. 23.6). 

Запишемо основний закон руху 

точки 



n

k
kFam

1


 і спроектуємо 

цей вираз на дотичну до траєкторії 
руху в точці 





n

k
kFma

1
 .   (23.10) 

Дотичне прискорення запишемо так 

v
ds

dv

dt

ds

ds

dv

dt

dv
a  . 

Рис. 23.6 
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Тоді       .
1




n

k
kFv

ds

dv
m   

Помножимо обидві частини рівностей на ds  та внесемо m  під 
знак диференціала й одержимо 
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kdA

mv
d

1

2

2
,       (23.11) 

де kkz dAdsF   – елементарна робота сили kF


. 

Рівність (23.11) виражає теорему про зміну кінетичної енергії точ-
ки в диференціальній формі. 

Після інтегрування обох частини рівності (23.11) в межах, що від-
повідають значенням швидкостей точки в початковому та кінцевому 
положеннях, отримаємо 
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.  (23.12) 

Рівність (23.12) виражає теорему про зміну кінетичної енергії точ-
ки в інтегральній формі: зміна кінетичної енергії точки на деякому її 
переміщенні дорівнює алгебраїчній сумі робіт усіх сил, які діють на 
точку на цьому переміщенні. 

Випадок невільного руху точки. У разі невільного руху точки в 
праву частину рівності (23.12) увійде робота заданих активних сил 

a
kF


 і робота реакцій в'язей N


. Обмежимося розглядом руху точки по 

нерухомій гладкій поверхні або кривій лінії. 

У цьому випадку реакція N


 
(рис. 23.7) напрямлена по нормалі 
до траєкторії точки та 0N . 

Тоді робота реакції нерухомої 
гладкої поверхні (або кривої) на 
довільному переміщенні точки до-
рівнює нулю й за виразом (23.12) 
одержимо: Рис. 23.7 
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1022

2
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1
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kA

mvmv
.       (23.13) 

Таким чином, під час переміщення точки по нерухомій гладкій по-
верхні або кривій лінії зміна кінетичної енергії точки дорівнює сумі  
робіт прикладених до точки активних сил на цьому переміщенні. 

Якщо поверхня (крива) шорстка, то до роботи активних сил до-
дають роботу сил тертя ковзання. 

Якщо поверхня (крива) рухається, то абсолютне переміщення точки 
M  може бути не перпендикулярним до реакції й тоді робота реакції 

N


 не дорівнює нулю. 
Матеріальна точ-

ка рухається по глад-
кій поверхні із поло-
ження 0M  у поло-

ження 1M   (рис. 23.8). 

Сама ж поверхня 
переміщується разом 
з точкою із положен-

ня 0M  в положення 

0M  . 
Рис. 23.8 

Сумарним переміщенням точки буде 10MM . 

Нормальна реакція гладкої поверхні N


 перпендикулярна дотич-

ній до поверхні r


 (відносний рух). Кут  900 aNM  
 ( a


 – 

дотична до траєкторії абсолютного руху точки). Отже проекція N


 на 

a


 не дорівнює нулю й робота нормальної реакції на абсолютному 

переміщенні не дорівнює нулю. 
Будемо вважати, що всі складові, які входять до рівності (23.11), 

залежать від часу t . Розділивши обидві частини рівності (23.11) на 

dt , одержимо: 
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.    (23.14) 

Отже, повна похідна по часу від кінетичної енергії матеріальної 
точки дорівнює сумарній потужності сил, що діють на точку. 

23.4. Теорема про зміну кінетичної енергії системи 

Доведена раніше теорема справедлива для довільної точки систе-

ми. Таким чином, якщо розглянути деяку точку системи з масою km , 

що має швидкість kv


, то для неї можна записати 

i
k

e
k

kk dAdA
vm

d 







2

2

, 

де 
e
kdA  i 

i
kdA – елементарні роботи зовнішніх та внутрішніх сил, 

які діють на точку. Просумуємо такі рівняння для кожної точки системи 
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,     (23.15) 

або      



n

k

i
k

n

k

e
k dAdAdT

11

.        (23.16) 

Рівність (23.16) виражає теорему про зміну кінетичної енергії сис-
теми в диференціальній формі: повний диференціал кінетичної енергії 
системи дорівнює сумі елементарних робіт усіх зовнішніх та внутрі-
шніх сил, які діють на систему. 

Проінтегрувавши обидві частини цієї рівності в межах, що відпо-
відають переміщенню системи з деякого початкового положення, де 
кінетична енергія дорівнює 0T , у положення, де кінетична енергія ста-

новитиме T , отримаємо: 
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k

e
k AATT

11
0 .       (23.17) 

Одержана залежність виражає теорему про зміну кінетичної енер-
гії системи в інтегральному вигляді: зміна кінетичної енергії системи 
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за деякого її переміщення дорівнює сумі робіт усіх зовнішніх та внут-
рішніх сил, які діють на систему під час цього переміщення. 

Взявши похідну за часом від (23.17), одержимо 
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1111

.   (23.18) 

Повна похідна від кінетичної енергії за часом дорівнює сумі поту-
жностей усіх зовнішніх та внутрішніх сил, прикладених до точок сис-
теми. На відміну від теореми про зміну кількості руху та про зміну кі-
нетичного моменту, у формулах (23.16) – (23.18) наявні внутрішні сили. 

Розглянемо два важливі випадки. 

Незмінна система 
Незмінною називають таку систему точок, де відстані між довіль-

ними точками при русі системи залишаються незмінними. Прикладом 
такої системи є абсолютно тверде тіло. 

Дві точки 1B  та 2B  

незмінної системи (рис. 
23.9) діють одна на одну з 

силами iF12


 та 

iF21


 

( ii FF 2112


 ) і мають у 

даний момент швидкості 

1v


 та 2v


. 

Рис. 23.9 

За проміжок часу dt  переміщення цих точок dtvsd 11


  тa 

dtvsd 22


 , які напрямлені вздовж векторів 1v


 та 2v


. Але відрізок 

21BB  незмінний і за відомою теоремою з кінематики проекції швид-

костей 1v


 та 2v


 точок 
1B  та 2B , а також проекції переміщень 1sd


, 

2sd


 на напрямок відрізка 21BB  однакові між собою, тобто 

2211 BBBB  . 
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Тоді елементарні роботи сил iF12


 та iF21


 однакові за модулем, але 

протилежні за знаком, та їх сума дорівнює нулю. Звідси робимо ви-
сновок, що для незмінної системи сума робіт усіх внутрішніх сил дорі-
внює нулю і формули (23.16) та (23.17) запишемо так: 
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kdAdT
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         (23.19) 

або       



n

k

e
kATT

1
0 .         (23.20) 

Система з ідеальними в’язями 
Розглянемо систему, на яку накладено в’язі, що не залежать від 

часу. Розділимо всі зовнішні та внутрішні сили, які діють на систему, 
на сили активні та реакції в'язей. Тоді рівняння (23.16) набуде вигляду: 
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, 

де 


n

k

a
kdA

1

 – сума елементарних робіт активних сил, 


n

k

r
kdA

1

 – 

сума елементарних робіт реакцій в'язей. 
Отже зміна кінетичної енергії системи залежить від роботи як ак-

тивних сил, так і реакцій в'язей. Уведемо поняття ідеальної механічної 
системи, для якої наявність в’язей не впливає на зміну кінетичної ене-
ргії під час її руху. Для таких в'язей виконується умова: 

0
1




n

k

r
kdA .  (23.21) 

Стаціонарні в'язі називають ідеальними, якщо сума робіт усіх 
реакцій в’язей на елементарному переміщенні системи дорівнює нулю. 

Для механічної системи, на яку накладені ідеальні в'язі, маємо 





n

k

а
kdAdT

1

  або  



n

k

a
kdATT

1
0 .    (23.22) 
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23.5. Силове поле 

Розглянемо сили, які залежать від положення матеріальної точки в 
просторі. 

Силовим полем називають частину простору, в кожній точці 
якого на розміщену в ньому матеріальну точку діє сила, однозначно 
визначена за величиною та напрямом у довільний момент часу. 

Таким чином, у силовому полі має бути відома одна векторна фу-

нкція F


, що залежить від радіуса–вектора точки r


 та часу t  

 trFF ,


 , 

або три скалярні функції – проекції сили F


 на координатні осі 

 tzyxFF xx ,,, ,  tzyxFF yy ,,, ,  tzyxFF zz ,,, . 

Якщо сила F


 явно залежить від часу t , силове поле називають 

нестаціонарним, якщо сила F


 не залежить від t , силове поле назива-
ють стаціонарним. Надалі будемо розглядати лише стаціонарні силові 
поля, коли сила залежить від положення точки, тобто від її радіуса–

вектора  rFF


 , а її проекції є функціями координат точки: 

 zyxFF xx ,, ,  zyxFF yy ,, ,  zyxFF zz ,, .  (23.23) 

Звернемо увагу на дві властивості таких полів. 
1. Робота сил стаціонарного силового поля в загальному випадку 

залежить від початкового 1М  та кінцевого 2М  положень й траєкторії 

та не залежить від закону руху матеріальної точки по траєкторії. 
2. Має місце рівність 

2112 AA  , (23.24) 

де 12A – робота сил стаціонарного поля під час руху матеріальної 

точки від 1М  до 2М , 21A – робота сил поля під час руху точки по тій 

самій траєкторії в зворотному напрямку від 2М  до 1М . 

Серед стаціонарних силових полів важливе місце займають поля, 
робота сил яких не залежить від траєкторії руху точки та визначається 
лише положенням початкової й кінцевої точок шляху. Такі силові поля 
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називають потенціальними силовими полями. Згідно з визначенням для 
потенціальних сил робота не залежить від шляху і має місце рівність 

121212 AAA III  , (23.25) 

де I та II – довільні траєкторії, по яких матеріальна точка може 

перейти від 1М  до 2М , а 12A – загальне значення роботи. 

Роботу сили F


 на переміщенні 10MM  визначають за формулою 

    
1

0

1

0

10

M

M
zyx

M

M
MM dzFdyFdxFdAA .   (23.26) 

Обчислити інтеграл, що стоїть справа, не знаючи закону руху, 
можна тоді, коли сила залежить від координат точки. Але якщо вираз, 
що стоїть під знаком інтеграла, буде повним диференціалом деякої 
функції  zyxU ,, , тобто 

 zyxdUdA ,,  або  zyxdUdzFdyFdxF zyx ,, , 

(23.27) 

то роботу  10MMA  можна обчислити, не знаючи траєкторії руху точки M . 

Функцію  zyxU ,, , диференціал якої дорівнює елементарній 

роботі  dAdU  , називають силовою функцією. 

Якщо у формулу (23.27) підставити вираз для dA  з (23.26), то 
отримаємо 

    01

1

0

10
,, UUzyxdUA

M

M
MM   ,    (23.28) 

де  zyxU ,,1  та  zyxU ,,0  – значення силової функції в точках 

1M  та 0М  поля. 

Отже, робота потенціальної сили дорівнює різниці значень сило-
вої функції в кінцевій та початковій точках шляху та не залежить від 
вигляду траєкторії руху точки. 
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Під час переміщення точки по замкнутій траєкторії робота потен-
ціальної сили дорівнює нулю. 

Якщо встановлено, що співвідношення (23.27) має місце, то сило-
ву функцію визначають з виразу: 

CdAU    або    CdzFdyFdxFU zyx   .   (23.29) 

Постійна інтегрування C  може мати довільні значення, які ви-
значають з початкових умов. Прикладом потенціальних сил є сили ва-
ги, пружності та тяжіння. Покажемо, що для цих сил існують силові 
функції та знайдемо їх. 

1. Для сили ваги, якщо вісь Оz  спрямована вертикально вгору, 
GdzdA  , звідси, вважаючи 0U  при 0t  (нульова точка на 

початку системи координат), одержимо: 

GzCGzCGdzCdAU     (23.30) 

(так як при 0z  0U ). 
2. Для пружної сили, що діє вздовж осі Оx , cxdxdA  , звід-

си, вважаючи 0U  при 0x , одержимо: 

22

2

1

2

11

cx
C

cx
CcxdxCdAU     (23.31) 

(так як при 0x  0U ). 

3. Для сили тяжіння 














r
dmgR

r
kmddA

11 2 . Вважаючи, 

що нульова точка розміщена в нескінченності, одержимо: 

r
mgRC

r
dmgRCdAU

11 22 





  ,   (23.32) 

де 
222 zyxr  . 

23.6. Поверхні рівня. Силові лінії 

Якщо розглядати точки потенціального поля, в яких силова функ-
ція має одне і теж значення, наприклад CU  , то всі ці точки лежать 
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на поверхні, яку називають поверхнею однакового рівня або поверх-
нею рівня. Рівняння поверхні рівня має вигляд 

CzyxU ),,( . 

Відзначимо деякі властиво-
сті поверхні рівня. 

1. Сила в потенціальному 
силовому полі завжди перпен-
дикулярна до площини, дотич-
ної до поверхні рівня в даній 
точці. 

Візьмемо поверхню рівня 
CU   і на ній дві точки M  

та 1M  (рис. 23.10). Запишемо 

елементарну роботу сили F


 на 

переміщенні 1sd


 між цими точками: 

 11 ,cos MMFFdsdA


 . 

З другого боку 

    01  CCMUMUdA . 

Таким чином, 0F , 01 ds , тоді   0,cos 1  MMF


, тоб-

то кут між силою F


 та переміщенням 1MМ , що лежить у дотичній 

до поверхні рівня площині, буде прямим. 

2. Робота сили дорівнює нулю, якщо початкова та кінцева точки 
переміщення лежать на одній поверхні рівня 

00  CCUUA .     (23.33) 

3. Сила в потенціальному силовому полі завжди напрямлена у бік 
зростання значення силової функції. 

Для доведення цієї властивості візьмемо точку 2М  на перпенди-

кулярі до поверхні рівня в напрямку збільшення значення силової фу-
нкції (рис. 23.10). 

Рис. 23.10
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Тоді елементарну роботу на елементарному переміщенні 2MМ  

запишемо так: 

  0,cos 222  CCММFFdsdA


, 

оскільки CC 2 . 

Звідси випливає, що 

  0,cos 2  ММF


, 

тому сила F


 напрямлена 

по 2MМ  у бік зростання 

значення силової функції. 
Поряд з поверхнями 

рівня в силовому полі ви-
користовують поняття си-
лової лінії, тобто лінії, у 
кожній точці якої сила на-
прямлена по дотичній до неї (рис. 23.11). 

Оскільки вектор rd


 з проекціями на осі ОzОyОx ,,  завжди 

напрямлений по дотичній до кривої, то з умови паралельності rd


 та 

F


 (тобто dxFx


; dyFy


; dzFz


) витікає, що 

zyx F

dz

F

dy

F

dx
 .       (23.34) 

Ці диференціальні рівняння відносно zyx ,,  є диференціальни-

ми рівняннями силової лінії. 

23.7. Потенціальна енергія 

Для потенціальних сил уводять поняття потенціальної енергії, як 
величини, що характеризує "запас роботи", яким володіє матеріальна 
точка в даній точці силового поля. Щоб порівнювати між собою ці 
"запаси роботи", необхідно вибрати точку, в якій "запас роботи" дорі-
внює нулю. 

Рис. 23.11 



 284 

Потенціальною енергією матеріальної точки в положенні M  на-

зивають скалярну величину П , яка дорівнює тій роботі, що викону-

ють сили поля при переміщенні точки із положення M  у нульове по-
ложення: 

 MOАП  .         (23.35) 

За визначенням потенціальна енергія П  залежить від координат 
zyx ,,  точки M , тобто ),,( zyxПП  . 

Будемо вважати, що нульові точки для функції ),,( zyxП та 

),,( zyxU  збігаються. 

Тоді 00 U  і за формулою   UUUА МО  0 , де U  – 

значення силової функції в точці M  поля. Звідси 

 zyxUzyxП ,,),,(  .     (23.36) 

Тобто потенціальна енергія в довільній точці силового поля дорі-
внює значенню силової функції в цій точці, взятій з оберненим знаком. 

Звідси видно, що, розглядаючи всі властивості потенціального си-
лового поля, замість силової функції можна користуватися поняттям 
потенціальної енергії. 

Роботу потенціальної сили можна записати так: 

  ППA MM  021
.    (23.37) 

Тобто робота потенціальної сили дорівнює різниці значень поте-
нціальної енергії рухомої точки в початковому та кінцевому її поло-
женнях. 

Потенціальну енергію для відомих нам потенціальних сил можна 

знайти з рівностей (23.30) – (23.32), враховуючи, що UП  : 

1. Для сили ваги mghGzП  ; 

2. Для сили пружності 
2

2cx
П   ; 
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3. Для сили тяжіння 
r

mgRП
12  . 

23.8. Закон збереження механічної енергії 

Припустимо, що всі зовнішні та внутрішні сили, які діють на сис-
тему, потенціальні. Тоді для кожної точки системи робота прикладе-
них сил дорівнює 

kkk ППA  0 . 

Тобто, для всіх зовнішніх та внутрішніх сил 

ППППA
n

k
k

n

k
k

n

k
k  


0

11
0

1

, 

де 



n

k
kПП

1

 потенціальна енергія всієї системи. 

Підставивши отриманий вираз у (23.17) , одержимо 

ППТТ  00  

або         constПTПT  00 .       (23.38) 

Отже, у разі руху під дією потенціальних сил сума кінетичної та 
потенціальної енергій системи в кожній точці залишається сталою 
величиною. 

У цьому й полягає закон збереження механічної енергії. 

Величину ПТ   називають повною механічною енергією системи. 
Якщо серед сил, які діють на систему, будуть непотенціальні 

сили, наприклад сили тертя, то повна механічна енергія під час руху 
буде зменшуватись та переходити в інші види енергії, наприклад у 
теплову. 

Контрольні запитання 

1. Що називають кінетичною енергією точки та системи? 
2. Запишіть вирази для визначення кінетичної енергії при посту-

пальному, обертальному та плоскопаралельному рухах твердого тіла. 
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3. Як визначити кінетичну енргію у випадку сферичного руху 
твердого тіла? 

4. Сформулюйте теореми про зміну кінетичної енергії вільної та 
невільної точки. 

5. Запишіть вираз теореми про зміну кінетичної енергії системи в 
диференціальній та інтегральній формах. 

6. Які в’язі називають ідеальними? 
7. Що називають силовим полем? 
8. Сформулюйте властивості стаціонарних силових полів. 
9. Що називають потенціальною енергією точки? 
10. Як визначити потенціальну енергію для сил ваги, пружності та 

тяжіння? 
11. Сформулюйте закон збереження механічної енергії. 
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Глава  24.  Динаміка  твердого  тіла  

24.1. Основні задачі динаміки твердого тіла 

Систему матеріальних точок, в якій відстань між двома довільни-
ми точками залишається сталою під час руху, називають незмінною 
системою. Якщо точки системи розміщені неперервно, тобто суцільно 
заповнюють область простору системи, то таку незмінну систему на-
зивають абсолютно твердим тілом. 

Завдяки незмінності відстаней між окремими частинами, абсолю-
тно тверде тіло є механічною системою, що відрізняється від інших 
систем особливими властивостями, наприклад, сталістю моментів іне-
рції. Тому динаміку твердого тіла розглядають окремо. 

У статиці ми розглянули умови рівноваги системи сил, що при-
кладені до абсолютно твердого тіла, та умови, при яких тверде тіло 
перебуває у стані рівноваги. Рівняння руху твердого тіла, визначення 
кінематичних характеристик точок твердого тіла розглянуті у кінема-
тиці. Під час вивчення динаміки твердого тіла виникають більш скла-
дні задачі, які ділять на дві групи. До першої групи належать задачі, в 
яких за заданим рухом твердого тіла необхідно знайти систему сил, 
під дією якої відбувається цей рух. До другої групи належать задачі, в 
яких за відомими силами, що діють на тверде тіло, необхідно, врахо-
вуючи початкові умови, знайти закон руху тіла, а для невільного тіла 
ще і реакції в’язей. 

24.2. Поступальний рух твердого тіла 

Нехай тверде тіло поступально рухається відносно нерухомої іне-
рціальної системи відліку Oxyz . Візьмемо ще одну систему коорди-

нат 111 zyCx , з’єднану з твердим тілом (рис. 24.1). Система рухається 

разом з тілом поступально. Початок системи – в центрі мас твердого 
тіла – в точці C . Координати центра мас тіла будуть функціями часу: 

)(1 tfxC  ; )(2 tfyC   )(3 tfzC  .      (24.1) 

Звідси випливає, що відносно поступально рухомої системи коор-

динат 111 zyCx , тіло перебуває в стані спокою. Отже, кутова швид-

кість та моменти кількості руху тіла відносно центра мас дорівнюють 
нулю й згідно з теоремою про зміну кінетичного моменту 
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e
C

C M
dt

Kd 


  

(якщо 0CK


 то 0e
CM


). 

Якщо врахувати, що поча-
ткова кутова швидкість тіла 
для поступального руху дорів-

нює нулю, тобто 00  , то 

будемо мати необхідні та до-
статні умови поступального 
руху твердого тіла. Для посту-
пального руху твердого тіла 

необхідно та достатньо, щоб головний момент усіх зовнішніх сил від-
носно центра мас тіла та початкова кутова швидкість тіла дорів-
нювали нулю. 

Для одержання диференціальних рівнянь поступального руху 
твердого тіла скористаємося теоремою про рух центра мас 
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kC FaM
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, 

або 
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e
kxC FxM
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 , 
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e
kyC FyM

1

 , 
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k

e
kzC FzM

1

 ,     (24.2) 

де Cx , Cy , Cz  – координати центра мас у рухомій системі відліку,  

M – маса твердого тіла, 


n

k

e
kxF

1

, 


n

k

e
kyF

1

, 


n

k

e
kzF

1

– проекції зов-

нішніх сил на нерухомі осі координат. 
Для розв’язку першої задачі динаміки координати центра мас є ві-

домими функціями часу (24.1). Взявши від них другі похідні по часу 

( Сx , Сy , Сz ) та використавши (24.2), одержимо проекції головного 

вектора зовнішніх сил, його модуль та напрямні косинуси: 
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e
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1

 ; 

Рис. 24.1 
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     222 e
z

e
y

e
x

e RRRR  ; 

R

Re
xcos , 

R

Re
ycos , 

R

Re
zcos . 

Для розв'язку другої задачі динаміки відомі 
e
xR , 

e
yR , 

e
zR , а спів-

відношення (24.2) є диференціальними рівняння руху. Їх розв'язок при 
початкових умовах визначить рух центра мас (24.1) 

),,( 211 ССtfxС  ; ),,( 432 ССtfyC  ; 

),,( 653 ССtfzС  , 

де 621 ..., ССС  – невідомі сталі інтегрування, які визначають з 

початкових умов: при 0t  
,yy,xx,xx CCCCCC 000

   

0000 CCCCCCCC zz,zz,zz,yy   . 

24.3. Обертальний рух твердого тіла навколо нерухомої осі 

Для твердого тіла, яке обер-
тається навколо нерухомої осі під 

дією системи зовнішніх сил: 
eF1


, 

eF2


,…, 

e
nF


, запишемо теорему 

про зміну кінетичного моменту 
відносно осі Оz  

 



n

k

e
kz

z FM
dt

dK

1


.  (24.3) 

Кінетичний момент тіла, що 
обертається навколо нерухомої осі, 

dt

d
IIK zzz

  . 

Рис. 24.2 
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Підставивши значення zK  в (24.3), одержимо диференціальне рі-

вняння обертального руху твердого тіла 





n

k

e
kzz FM

dt

d
I

1

2

)(


.       (24.4) 

З (24.4) видно, що добуток моменту інерції тіла відносно осі обер-
тання на кутове прискорення дорівнює обертальному моменту 

e
zz MI  ,        (24.5) 

де 
dt

d

dt

d  
2

2

 – кутове прискорення твердого тіла; 





n

k

e
kz

e
z FMM

1

)(


 – обертальний момент зовнішніх сил. 

Рівність (24.5) показує, що за постійного обертального моменту 
e
zM , чим більший момент інерції тіла, тим меншим є кутове приско-

рення й навпаки. Отже, момент інерції тіла для обертального руху ві-
діграє таку ж роль, як маса тіла для поступального руху. 

Рівняння (24.4) дає змогу: 1) знаючи обертальний момент, знайти 
)(tf  – закон обертального руху твердого тіла навколо нерухомої 

осі; 2) знаючи закон обертального руху, тобто )(tf , знайти обер-

тальний момент 
e
zM . 

Під час розв'язку другої задачі необхідно пам’ятати, що в загаль-

ному випадку 
e
zM  залежить від t ,   та   . Для вивчення обер-

тального руху твердого тіла навколо нерухомої осі можна використо-
вувати теорему про зміну кінетичної енергії тіла. 

Відзначимо такі окремі випадки: 

1. Якщо 0)(
1

 


n

k

e
kz

e
z FMM


, то 0

2

2


dt

d 
, 

const
dt

d


, t  0 , тобто тіло обертається рівномірно 

зі сталою кутовою швидкістю. 
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2. Якщо constM e
z  , то і const , тобто обертальний рух рі-

внозмінний. 

24.4. Фізичний та математичний маятники 
Фізичним маятником називають 

тверде тіло, яке має можливість здій-
снювати коливний рух навколо неру-
хомої осі під дією сили ваги. 

Проведемо через центр ваги C  
тіла площину, перпендикулярну до осі 
обертання. Точку перетину цієї пло-
щини з віссю обертання називають то-
чкою підвісу. Виберемо початок коор-
динат у точці підвісу (у точці O ) 
(рис. 24.3). 

Вісь Оz  сумістимо з віссю обер-
тання, осі Оx  та Оy  розмістимо в 

площині, що проходить через центр 
ваги тіла та точку підвісу. Диференці-
альне рівняння обертального руху 
твердого тіла навколо осі Оz  має такий вигляд: 

e
zz MI  , 

де   – кут між нерухомою віссю 1Оx  та лінією OC . 

У цьому випадку  sinsin MgaGaM e
z  . Тоді дифере-

нціальне рівняння обертального руху твердого тіла запишемо так: 

 sinMgaI z    

або       0sin  
zI

Mga
 . 

Розглянемо випадок малих коливань, для яких можна вважати, що 
 sin . Тоді записане рівняння набуде вигляду: 

0 
zI

Mga
  

Рис. 24.3 
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або        02   k ,           (24.6) 

де 
zI

Mga
k 2

. Це диференціальне рівняння вільних прямоліній-

них коливань точки і його загальний розв’язок 

ktCktC sincos 21  . 

Якщо при 0t  маятник відхилений від положення рівноваги на 

малий кут 0   і відпущений без початкової кутової швидкості 

0( 00   ), то сталі інтегрування дорівнюють: 0, 201  CC  . 

Закон малих коливань маятника при таких початкових умовах 

 ktcos0  . 

Отже, малі коливання фізичного маятника є гармонійними коли-
ваннями. Період малих гармонійних коливань фізичного маятника ви-
значають за формулою: 

Mga

I

k
T z

2
2

ф  .    (24.7) 

Як бачимо, період коливань фізичного маятника не залежить від 
початкового кута 0 . Цей результат наближений, оскільки було прийн-

ято, що  sin . Якщо проінтегрувати диференціальне рівняння ру-

ху без наближень, то період фT  буде залежати від 0  і в першому на-

ближенні залежність для періоду малих коливань можна записати так 

...)
16

1(2
2 2

0
ф 


Mga

I

k
T z . 

Математичним маятником називають вантаж малих розмірів, 
підвішений на нерозтяжній нитці довжиною l , який має можливість 
здійснювати коливний рух навколо нерухомої точки підвісу під дією 
сили ваги. 

Для математичного маятника lOCal
g

G
mlI z  ,22

 

(рис. 24.4). 
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Підставивши цю залежність у (24.6), отрима-
ємо диференціальне рівняння руху математичного 
маятника: 

,0 
zI

mga
  

або       0 
l

g
 .        (24.8) 

Ураховуючи, що 
l

g
k  , для періоду малих 

коливань математичного маятника отримаємо: 

g

l

k
T 

2
2

м  .     (24.9) 

З порівняння формул (24.7) та (24.9) видно, що для 

ma

I

Ga

gI
l zz 1        (24.10) 

період коливань математичного маятника дорівнює періоду коливань 

фізичного маятника. Довжину 1l  такого математичного маятника, 

період коливань якого дорівнює періоду коливань фізичного маятника, 
називають зведеною довжиною фізичного маятника. 

Точку 1O , що розміщена від осі підвісу на відстані 

111 aalOO  , називають центром гойдання фізичного маятни-

ка. За теоремою Гюйгенса 
2MaII Сz  . Тоді формула (24.10) на-

буде вигляду: 

)(    , 11

2

1 Ma

I
aaaa

Ma

I

Ma

Ma

Ma

I

Ma

I
l ССcz  . 

Звідси виходить, що відстань 1OO  завжди більша від aOC  , 

Рис. 24.4 
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тобто, центр гойдання фізичного маятника зажди розміщений нижче 
від його центра мас. 

Якщо поміняти місцями точку підвісу та центр гойдання фізично-

го маятника, то зведену довжину 2l  запишемо так: 

aa
Ma

I
ala

Ma

I

COM

I
COl ССС 


 1

1
11

1
12 , 

де 
1Ma

I
a С . 

Отже, точки O  та 1O  взаємозамінні. Якщо точка O  – точка під-

вісу фізичного маятника, точка 1O  – центр його гойдання; то зробив-

ши точку 1O  точкою підвісу, отримаємо центр гойдання фізичного 

маятника в точці O . При цьому період коливань фізичного маятника 
залишається без зміни. Цю властивість фізичного маятника викорис-
товують у зворотному маятнику Картера для визначення прискорення 
сили тяжіння у різних точках земної поверхні. 

24.5. Експериментальне визначення моментів інерції 

Розглянемо один із способів експериментального визначення мо-
ментів інерції неоднорідних твердих тіл або тіл складної конфігурації 
– спосіб крутильних коливань. 

Тіло, для якого необ-
хідно визначити момент 
інерції, підвішують на пру-
жний стержень або струну 
так, щоб центр мас тіла був 
розміщений на продовженні 
осі стержня (рис. 24.5). 

Закрутивши стержень, 
жорстко зв’язаний з тілом, 
на малий кут, вимірюють 
період малих коливань сис-
теми. Для малого кута закручування пружний момент пропорційний 
куту закручування. Диференціальне рівняння крутильних коливань си-
стеми матиме вигляд: 

Рис. 24.5 
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 kIC   , 

де k – коефіцієнт, що характеризує пружні властивості стержня 
(струни). 

Період коливань системи дорівнює 

k

I
T C2 .  (24.11) 

Після цього на той самий стержень (струну) підвішують тіло, мо-

мент інерції якого відомий і дорівнює 
*
CI  та виміряють період коливань 

k

I
T C

*
* 2 .     (24.12) 

Виключивши з рівностей (24.11) та (24.12) невідомий коефіцієнт 
k , одержимо формулу для визначення моменту інерції тіла 

2

*
* 








T

T
II CC . 

24.6. Плоскопаралельний рух твердого тіла 

Плоскопаралельний рух твердого тіла можна розглядати як рух 
центра мас тіла та рух тіла відносно центра мас. Під час такого руху 
центр мас тіла рухається паралельно до нерухомої площини, а рух від-
носно центра мас є обертальним рухом твердого тіла відносно осі, що 
проходить через центр мас перпендикулярно до нерухомої площини. 

На рис. 24.6 зображено пе-
реріз тіла площиною, паралель-
ною до площини руху. Центр 
мас тіла розміщений у площині 
перерізу. 

У цій самій площині на ті-
ло діє система зовнішніх сил 

eF1


, 

eF2


,…, 

e
nF


. Тоді рівнян-

ня руху точки С запишемо від-
повідно до теореми про рух 
центра мас системи 

Рис. 24.6 
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e
kC FaM

1


.    (24.13) 

Закон обертального руху навколо центра C  визначається рівнян-
ням (24.5), оскільки теорема, за якою одержано це рівняння, справед-
лива й для руху системи навколо центра мас. Проектуючи обидві час-
тини рівності (24.13) на координатні осі, дістанемо: 





n

k

e
kxCx FMa

1

; 



n

k

e
kyCy FMa

1

;  



n

k

e
kCC FmI

1


 ;   (24.14) 

або 





n

k

e
kxC FxM

1

 ; 



n

k

e
kyC FyM

1

 ;  



n

k

e
kCC FmI

1


 .    (24.15) 

Залежності (24.15) є диференціальними рівняння плоского (плос-
копаралельного) руху твердого тіла. Якщо рух твердого тіла задано, 

тобто відомо )(1 tfxC  , )(2 tfyC  , )(3 tf , то після подвій-

ного диференціювання цих функцій та подальшої підстановки в 
(24.15), знайдемо сили, під дією яких проходить рух тіла. 

Якщо відомі 
e

kxF , 
e

kyF , 
e
СM , то рівняння (24.15) будуть утворю-

вати систему трьох диференціальних рівнянь плоского руху тіла. Після 
розв’язку цих рівнянь і визначення сталих інтегрування, одержимо за-
кон плоского руху твердого тіла 

)(1 tfxC  , )(2 tfyC  , )(3 tf . 

Якщо тіло здійснює невільний рух, то до заданих сил необхідно 
додати реакції в’язей. Тоді диференціальні рівняння плоского руху на-
будуть вигляду: 

x

n

k

e
kxC RFxM 

1

 ; 

y

n

k

e
kyC RFyM 

1

 ;        (24.16) 

R
C

e
CC MMI  . 
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де xR , yR  – суми проекцій усіх реакцій на осі Сx , Сy ; 
R
CM  – 

сума моментів всіх реакцій відносно центра мас. 
Для розв'язку другої задачі динаміки до рівнянь (24.16) необхідно 

додати рівняння в’язей. Зауважимо, що деколи замість одного з дифе-
ренціальних рівнянь (24.16) доцільно застосувати теорему про зміну 
кінетичної енергії. 

Контрольні запитання 

1. Сформулюйте задачі динаміки твердого тіла. 
2. Запишіть диференціальні рівняння поступального руху твердо-

го тіла. 
3. Запишіть диференціальне рівняння обертального руху твердого 

тіла. 
4. Що називають фізичним та математичним маятниками ? 
5. Як визначити період малих коливань фізичного та математич-

ного маятників? 
6. Як експериментально визначити моменти інерції неоднорідних 

твердих тіл або тіл складної конфігурації ? 
7. Запишіть диференціальні рівняння плоского руху твердого тіла. 
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Глава  25.  Принцип  Д’Аламбера  

25.1. Метод кінетостатики для точки 

Усі методи розв'язування задач динаміки, що ми досі розглядали, 
ґрунтуються на рівняннях, що випливають з законів Ньютона безпосе-
редньо або ж з загальних теорем, які є наслідком цих законів. Однак 
цей шлях не єдиний. Виявляється, що рівняння руху або умови рівно-
ваги механічної системи можна отримати, поклавши в основу замість 
законів Ньютона інші загальні положення, які називають принципами 
механіки. У багатьох випадках застосування цих принципів дозволяє 
знайти більш ефективні методи розв'язання відповідних задач. У цій 
главі буде розглянуто один з загальних принципів механіки, який на-
зивають принципом Д’Аламбера. Особливо зручний цей принцип (ме-
тод кінетостатики), якщо потрібно визначити реакції в'язей, коли відо-
мий закон руху точки та активні сили. 

Розглянемо цей принцип. Для цього запишемо рівняння 

RFam


 , 

що виражає основний закон динаміки для невільної точки у вигляді: 

0)(  amRF


,   (25.1) 

де F


 – рівнодійна всіх активних сил, R


 – рівнодійна всіх реакцій 
в'язей. 

Увівши позначення 

amF


iн
,   (25.2) 

дістанемо      0iн  FRF


.         (25.3) 

Силу 
інF


, вектор якої дорівнює за модулем добутку маси точки 
на її прискорення та напрямлений протилежно до вектора прискорен-
ня, називають силою інерції (або даламберовою силою інерції). 

Залежність (25.3) еквівалентна другому закону Ньютона та вира-
жає принцип Д’Аламбера для однієї матеріальної точки: якщо в будь–

який момент часу до рівнодійної F


 усіх активних сил і рівнодійної R


 

усіх реакцій в'язей, які діють на точку, додати силу інерції 
інF


 точ-
ки, то отримана система сил буде зрівноваженою. 
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Застосовуючи принцип Д’Аламбера, слід пам’ятати, що до мате-

ріальної точки прикладені тільки сили F


 і R


, тобто активна сила та 

реакція. Сила ж інерції 
інF


 до точки не прикладена. Тому рівняння 
(25.3) не можна розглядати як умову рівноваги (спокою) точки. Метод 
кінетостатики є лише формальним прийомом зведення рівняння дина-
міки до рівняння статики, однак під час розв'язання практичних задач 
такий прийом має ряд переваг. 

25.2. Явище невагомості 

Розглянемо явище, яке за існуючою традицією, хоч і не цілком 
точно, називають невагомістю. Припустимо, що платформа А  руха-
ється вертикально вниз із заданим прискоренням a


 (рис. 25.1). 

На платформі встановлена пружинна вага, на якій лежить вантаж 
C . Стрілка ваги фіксує силу, з якою вантаж тисне на вагу. Коли плат-
форма перебуває в спокої (або рухається рівномірно), стрілка ваги по-
казує на шкалі дійсну вагу вантажу C . З'ясуємо, який тиск чинить ва-

нтаж на вагу, якщо платформа A  
рухається вниз з прискоренням a


. 

На вантаж C  діють дві сили: сила 

ваги gmG


  і реакція R


 з боку 

пружинної ваги. Рівняння руху ва-
нтажу має вигляд 

gmRam


       (25.4) 

або, в проекції на вісь Оy , 

gmRam  . 
Рис. 25.1 

Отже, величина реакції ваги 

)( agmR  .        (25.5) 

Таку ж величину має спрямований униз тиск R


, який тіло чи-

нить на вагу. Деформація пружини під дією сили R


 виявиться мен-
шою, ніж у стані рівноваги. Стрілка ваги вкаже нову "вагу" вантажу, 
яка дорівнює mamg  . Її відношення до дійсної ваги складає 
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g

a

mg

mamg
n 


 1 .    (25.6) 

де n  – коефіцієнт перевантаження. 
Звичайно, сила тяжіння тіла до Землі не змінилася, бо гравітацій-

не поле Землі не залежить від того, чи рухається вантаж, чи перебуває 
в спокої. Змінилися лише сили взаємодії між вантажем і пружинною 
вагою. Якщо збільшити прискорення a


, то реакція, як це видно з 

(25.5), зменшиться. Нарешті, коли ga  , реакція буде дорівнювати 

нулю і стрілка пружинної ваги зупиниться на нульовій поділці шкали. 
Взаємодія між вантажем і пружинною вагою зникає. Говорять, що на-
ступила "невагомість". 

Якщо прискорення a  перевищить значення g , то вантаж віді-

рветься від пружинної ваги та буде вільно падати. Платформа, що опу-
скається з більшим прискоренням, буде віддалятися від вантажу, що 
падає. Якщо ж вантаж прикріплений до пружинної ваги, то платформа 
буде тягнути його вниз, причому перевантаження стане від’ємним і 
сила дії вантажу на пружинну вагу виявиться спрямованою вгору. 

Повернемось до стану видимої невагомості, коли перевантаження 
дорівнює нулю. Цей стан призводить до незвичних відчуттів у люди-
ни, яка перебуває в ліфті, у космічному кораблі або в літаку. Людина 
насправді перестає відчувати вагу свого тіла. У звичайних умовах між 
окремими частинами людського тіла існують сили взаємодії, зумовле-
ні масовими силами (силами ваги) і поверхневими силами (реакцією 
підлоги). Ці сили, прикладені до складної системи матеріальних точок 
– людського тіла, викликають появу численних внутрішніх сил. Саме 
поява цих внутрішніх сил (натяг м'язів, реакції суглобів, тиск на нер-
вові кінцівки вестибулярного апарату тощо) викликає у людини від-
чуття вагомості. 

У стані невагомості зникають внутрішні сили взаємодії між окре-
мими частинами тіла, зникає і відчуття вагомості. У цих умовах втра-
чають зміст звичні поняття "вгорі" і "внизу". Відштовхнувшись від 
опори, людина набуває додаткової швидкості та рухається до тих пір, 
поки не наштовхнеться на перепону. 



 301

25.3. Метод кінетостатики для системи 

Так само, як і для однієї матеріальної точки, диференціальним рі-
внянням руху матеріальної системи можна придати форму рівнянь 
статики. Цей метод часто застосовують у розрахунках, особливо для 
визначення динамічних реакцій опор твердого тіла. 

З системи матеріальних точок розглянемо одну з масою km . Під 

дією прикладених до неї зовнішніх і внутрішніх сил 
e

kF


 і 
i

kF


 (до яких 

входять і активні сили, і реакції в’язей) точка отримує відносно інерці-

альної системи відліку певне прискорення ka


. Тоді, враховуючи по-

значення (25.2), основному рівнянню динаміки, написаному для точки 
системи, можна надати вигляд рівняння статики 

iн
k

i
k

e
k FFF


   ( ,..,n,k 21 ).     (25.7) 

На підставі (25.7) сформулюємо принцип Д’Аламбера для систе-
ми: якщо в будь–який момент часу до кожної з точок системи, окрім 
внутрішніх і зовнішніх сил, які діють на точки системи, прикласти 
відповідні сили інерції, то отримана система сил буде перебувати в 
рівновазі і до неї можна застосувати всі рівняння статики. 

Додаючи почленно всі рівняння (25.7), отримаємо 

0
1

iн

11

 


n

k
k

n

k

i
k

n

k

e
k FFF


.       (25.8) 

У виразі (25.8) перша сума 


n

k

e
kF

1


 дорівнює головному вектору 

eR


 всіх зовнішніх сил (у тому числі й реакцій в’язей), які прикладені 
до системи, друга сума за властивостями внутрішніх сил дорівнює ну-

лю 



n

k

i
kF

1

0


, остання сума 


n

k

i
kF

1

н


 дорівнює головному вектору 

iнR


 сил інерції. Таким чином 

0iн  RRe


,   (25.9) 

тобто в кожний момент часу сума головних векторів зовнішніх сил і 
сил інерції рухомої матеріальної системи дорівнює нулю. 



 302 

Виберемо довільний полюс O  і проведемо з нього до точки kM  

радіус–вектор kr


 (рис. 25.2). Якщо визначити векторні добутки кож-

ного з рівнянь (25.7) на відповідний радіус–вектор kr


 і додати всі до-

бутки, дістанемо 

0)()()(
1

iн

11

 


n

k
kk

n

k

i
kk

n

k

e
kk FrFrFr


. 

Перша сума дорівнює голо-

вному моменту 
e
ОM


 всіх зовнішніх 

сил, прикладених до системи, друга 
сума – головному моменту всіх вну-
трішніх сил і дорівнює нулю за вла-
стивостями внутрішніх сил, остання 
сума дорівнює головному моменту 

iн
OM


 сил інерції, при цьому всі мо-

менти слід обчислювати відносно 
вибраного полюса O . 

Рис. 25.2  

Тоді       0iн  O
e
О MM


,         (25.10) 

тобто в кожний момент часу сума головних моментів зовнішніх сил 
(активних сил і реакцій в’язей) та сил інерції рухомої матеріальної си-
стеми дорівнює нулю. 

Якщо в рівняннях (25.9) і (25.10) зовнішні сили представити як 
суму активних сил і реакцій в’язей, тобто 

r
k

a
k

e
k FFF


 ,   (25.11) 

то рівняння (25.9) і (25.10) набудуть вигляду: 

0iн  RRR ra


,       (25.12) 

0iн  O
r
О

a
О MMM


,     (25.12') 

де 
rR


 і 
r
ОM


 – відповідно головний вектор реакцій в’язей і голов-

ний момент цих реакцій відносно центра O . 
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Двом векторним рівнянням (25.12) відповідають шість рівнянь в 
проекціях на осі декартових координат: 

0iн  x
r
x

a
x RRR ,  0iн  x

r
x

a
x MMM  

0iн  y
r
y

a
y RRR ,  0iн  y

r
y

a
y MMM ,    (25.13) 

0iн  z
r
z

a
z RRR ,  0iн  z

r
z

a
z MMM . 

Рух твердого тіла цілком визначається цими шістьма рівняннями 
кінетостатики, так само як рівновага твердого тіла цілком визначаєть-
ся відповідними шістьма рівняннями. Якщо систему утворюють декі-
лька тіл, то можна скласти відповідні рівняння кінетостатики для кож-
ного тіла зокрема. 

З усього сказаного слідує, що застосування методу кінетостатики 
для твердого тіла вимагає передусім уміння обчислити головний век-
тор і головний момент його сил інерції. Знаючи їхні проекції на вибра-
ні осі координат, потрібно скласти рівняння кінетостатики, з яких ви-
значити невідомі величини. 

25.4. Головний вектор і головний момент сил інерції твердого тіла 

Покажемо, що рівняння (25.12) є математичним записом теореми 
про зміну кількості руху і теореми про зміну кінетичного моменту ма-
теріальної системи відповідно. 

Дійсно, головний вектор усіх сил інерції дорівнює 
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 . Але сума C
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kk vMvm




1

 є кількістю руху матеріаль-

ної системи. Отже, 

СaM
dt

Qd
R





iн

,     (25.14) 

тобто головний вектор усіх сил інерції точок матеріальної системи до-
рівнює похідній за часом від кількості руху матеріальної системи, по-
множеній на –1. 
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Якщо в (25.14) прискорення Сa


 розкласти на дотичне та норма-

льне, то 
iнR


 розділимо на складові 
n
СnС aMRaMR


 інін ;
 .     (25.15) 

Головний момент усіх сил інерції дорівнює 
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Ураховуючи, що 
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 паралельні), одержимо 

dt

Kd
M О
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ін
,    (25.16) 

де 



n

k
kkkО vmrK

1

)(


 – кінетичний момент матеріальної 

системи. 
Отже, головний момент усіх сил інерції дорівнює похідній за часом 

від кінетичного моменту матеріальної системи, помноженій на –1. 
Підставляючи вирази (25.14) та (25.16) у рівняння (25.12), отрима-

ємо відповідно теореми про зміну кількості руху та кінетичного моме-
нту матеріальної системи. 

Головний вектор і головний момент сил інерції знайдемо для де-
яких окремих випадків руху твердого тіла. 

1. Поступальний рух. 
У цьому випадку тіло ніякого обертання навколо центра O  не 

має. Звідси робимо висновок, що 0e
ОM


, і з рівняння (25.10) маємо 

0iн OM


. Отже, під час поступального руху сили інерції твердого ті-
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ла зводять до однієї рівнодійної, що дорівнює СaMR


iн
 і прохо-

дить через центр мас тіла. 

2. Плоскопаралельний рух. 
Нехай тіло має площину симетрії та рухається паралельно до неї. 

Унаслідок симетрії головний вектор і результуюча пара сил інерції, як 
і центр мас тіла точка C , лежать у площині симетрії. Тоді, помістив-

ши центр зведення сил інерції в точку C , отримаємо з рівності (25.10) 





n

k

e
kСC FmM

1

iн )(


. 

З іншого боку, з диференціального рівняння обертального руху 

маємо рівність С
n

k

e
kС IFm 

1

)(


. Звідси робимо висновок, що 

СC IM iн
.    (25.17) 

Таким чином, у разі плоскопаралельного руху систему сил інерції 

зводять до сили, яка дорівнює 
iнR


 (див.(25.14)) і прикладена в центрі 

мас C  тіла, та до пари сил, яка лежить у площині симетрії тіла і 
момент якої визначають за формулою (25.17). 

Знак мінус в формулі (25.17) показує, що напрям моменту проти-
лежний до напряму кутового прискорення тіла. 

3. Обертання навколо осі. 

Нехай тіло має площину симетрії, а вісь обертання Cz  перпенди-
кулярна до цієї площини і проходить через центр мас тіла. 

Тоді даний випадок буде окремим випадком попереднього. Але 

при цьому 0Сa


, отже, і 0iн R


. 

Отже, в такому разі систему сил інерції зводять до однієї пари 
сил, яка лежить в площині, перпендикулярній до осі обертання тіла, і 
момент якої дорівнює 

zz IM iн
. 
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При розв'язанні задач за формулами (25.14) і (25.17) обчислюють мо-
дулі відповідних величин, а їх напрямки вказують на рисунку до задачі. 

Задача 25.1. Однорідний стер-

жень AB  з довжиною l  і вагою G


 

прикріплений шарніром A  до вер-
тикального вала, що обертається з 
кутовою швидкістю   (рис. 25.3). 

Знайти натяг T


 горизонталь-
ної нитки, яка утримує стержень під 
кутом   до вала. 

Розв’язок 

Користуючись принципом 
Д’Аламбера, приєднуємо до зовні-

шніх сил AA YXTG


,,, , які діють на стержень, сили інерції. 

Для кожного елемента стержня з масою m  відцентрова сила інерції 

дорівнює xm 2 , де x  – відстань елемента від осі обертання Ay . 

Рівнодійна цих розподілених за лінійним законом паралельних сил про-

ходить через центр ваги трикутника ABE , тобто на відстані cos
3

2
lh   

від осі Ax . 
Оскільки ця рівнодійна дорівнює головному вектору сил інерції1, то з 

формули (25.14) одержимо 

 sin
2

22iн l

g

G
xMMaR СС  . 

З рівняння статики 



n

k
kA Fm

1

0)(


, отримаємо 

                                                           
1 Із статики відомо, що для будь-якої системи сил рівнодіюча (якщо вона існує) 

дорівнює головному ектору цих сил. 
Отже, рівнодіюча сил інерції, коли вона існує, дорівнює Rі, але при поступаль-

ному русі ця рівнодіюча може не проходити через центр мас тіла, що і має місце у да-
ному випадку. 

Рис. 25.3 
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0sin
2

cos iн   l
GhRT . 

Підставивши сюди значення 
iнR


 і h , знайдемо остаточно 









 

tg
2

1
sin

3

2

g

l
GT . 

Друге рішення. 
Цю задачу можна розв’язати обчислюючи суму моментів сил інерції від-

носно центра А безпосереднім інтегруванням. 

Проведемо вздовж стержня АВ вісь А. На кожний елемент стержня d, 

з координатою  діє сила інерції, яка дорівнює 2xdm. Її момент відносно 

центра А дорівнює y2xdm. 

Тоді рівняння моментів буде становити 

  0
2

0

2   yxdmsin
l

GcosTlFm
l

KA  .   (a) 

Записуючи всі величини, які стоять під знаком інтеграла, через , отри-
маємо: 

 sinx  ,  cosy  , d
l

M
dm  . 

В результаті будемо мати: 

 cossinl
g

G
dcossin

l

M
yxdm

ll
22

0

22

0

2

3

1
   

Підставляючи це значення у рівність (а), знаходимо для T той самий ви-

раз, що і у попередньому розв’язку. 
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Контрольні запитання 

1. Сформулюйте принцип Д’Аламбера для однієї матеріальної 
точки. 

2. Охарактеризуйте явище невагомості. 
3. Сформулюйте принцип Д’Аламбера для системи матеріальних 

точок та запишіть відповідні рівняння статики. 
4. Як визначити сили інерції при поступальному, обертальному та 

плоско паралельному рухах твердого тіла? 
5. Що називають даламберовою силою інерції? 
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Глава  26.  Елементарна  теорія  гіроскопа  

26.1. Основне припущення елементарної теорії гіроскопа 

Гіроскопом називають симетричне однорідне тіло, 
яке здійснює рух навколо нерухомої точки O , розта-
шованої на осі симетрії Oz  (рис. 26.1, 26.2). Вісь си-
метрії гіроскопа Oz  є головною центральною віссю 
інерції. Оскільки гіроскопи є тілами обертання навколо 
осі Oz , то дві інші осі координат у площині, перпен-
дикулярній до цієї осі, є головними осями інерції й 

мають однакові моменти інерції yx II  . 

Прикладами гіроскопа є дзи-
ґа, що має нерухому точку O  
(рис. 26.1), та гіроскоп з кардано-
вим кріпленням (рис. 26.2). 

В останньому випадку ротор 
обертається навколо своєї осі 
симетрії Oz , яка вставлена в 

підшипники А і A  внутрішньої 
рамки, що може обертатися на-

вколо осі BB  , розміщеної в 
підшипниках на зовнішній рамці. 
Зовнішня рамка може обертатися 

навколо нерухомої осі CC  . 
Нерухому точку O гіроскопа називають точкою кріплення гіро-

скопа. 
Наведені приклади гіроскопів є гіроскопами з трьома степенями 

вільності, тому що можуть здійснювати вільне обертання навколо 
трьох осей. Особливі властивості гіроскопів забезпечують їх широке 
застосування в техніці. Так, на морських суднах установлені гіроско-
пічні компаси, що набагато надійніші за магнітні компаси; гіроскопи 
застосовують для визначення на рухомому об’єкті (літак, корабель, 
ракета) вертикалі місця, необхідної для обчислення координат об’єкта; 
з допомогою гіроскопів стабілізують гарматні платформи на кораблях 
та вагони однорейкової залізниці; створюють автопілоти для літаків, 

Рис. 26.1 

Рис. 26.2 
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здійснюють автоматичне керування польотом ракет тощо. 
Нехай гіроскоп обертається навколо своєї осі симетрії Oz  з вели-

кою кутовою швидкістю 1


, а ця вісь у свою чергу обертається з по-

рівняно невеликою кутовою швидкістю 2


 (рис. 26.3). 

Рис. 26.3 

Виходячи з теорії додавання обертань навколо осей, що перети-

наються, абсолютна кутова швидкість   дорівнює 

21  
 .        (26.1) 

Швидкість будь–якої точки гіроскопа та її проекції на осі коорди-
нат визначають за залежностями 

kk lv


 , (26.2) 













kykxkz

kxkzky

kzkykx

xyv

zxv

yzv





,   (26.3) 
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а кінетичний момент відносно центра та відносно осей координат 
обчислюють за формулами 

   
   





















n

k
zkkkz

n

k
ykkky

n

k
xkkkx

n

k
kkkO

vlmKvlmK

vlmKvlmK

11

11

,

,,





.  (26.4) 

Після підстановок з урахуванням, що осі координат є головними 

осями інерції )0(  zxyzxy III , отримаємо (рис. 26.3, б): 

zxxx IK  , zyyy IK  , )( 21 zzz IK   .  (26.5) 

Оскільки для гіроскопів zyx III 6,0 , а 
с

рад
30001  , то 

величинами zyx 222 ,,   порівняно з величиною 1  можна знехту-

вати та без значної похибки вважати, що вектор кінетичного моменту 

OK


 збігається з віссю обертання ротора гіроскопа Oz , тобто 

1zO IK   і kIIK zzO


11   ,     (26.6) 

де k


 – одиничний орт осі Oz . 
Теорію руху гіроскопа, побудовану на наведеному припущенні, 

називають елементарною теорією гіроскопа. Для подальшого вивчення 
руху гіроскопа будемо користуватися теоремою Резаля, яка по суті є 
кінематичною інтерпретацією теореми про зміну кінетичного моменту 
механічної системи. Відповідно до цієї теореми 

e
O

O M
dt

Kd 


 ,   (26.7) 

де 
e
OM


 – головний момент усіх зовнішніх сил, що діють на меха-

нічну систему, відносно нерухомої точки О . 
Як відомо, похідна за часом від будь–якого вектора є швидкістю 

кінця цього вектора при його переміщенні по годографу вектора. Отже 



 312 

dt

Kd
u O



 – швидкість кінця вектора OK


 по годографу цього вектора. 

Враховуючи це, вираз (26.7) запишемо у вигляді теореми Резаля: 
e
OMu


 ,  (26.8) 

тобто, швидкість кінця вектора кінетичного моменту механічної сис-
теми дорівнює головному моменту всіх зовнішніх сил, що діють на си-
стему. 

26.2. Вільний (астатичний) гіроскоп 

Розглянемо гіроскоп з трьома степенями вільності (рис. 26.2). 
Якщо сума моментів усіх зовнішніх сил, що діють на гіроскоп, віднос-
но його нерухомого центра мас О  дорівнює нулеві, то гіроскоп нази-
вають астатичним (або зрівноваженим). 

Прикладом вільного (астатичного) гіроскопа є гіроскоп з кардано-
вим кріпленням (рис. 26.2), якщо знехтувати тертям в осях. 

Для виявлення властивостей цього гіроскопа спочатку припусти-
мо, що він не обертається навколо своєї осі, тобто перебуває в стані 
спокою. Якщо ударом сили, що діє миттєво, надати осі гіроскопа пев-

ну кутову швидкість 2 , то надалі вісь гіроскопа буде рівномірно 

обертатися з цією кутовою швидкістю. 
Зовсім інакше буде вести себе вісь гіроскопа під час удару, якщо 

він обертався навколо осі з великого кутовою швидкістю 1


. У цьому 

випадку вісь гіроскопа залишиться практично нерухомою. Оскільки 

для вільного гіроскопа 0e
OM


, а отже constKO 


 або 

constkI z 


1 , то вектор OK


, який визначає напрямок осі гіроскопа 

Oz , зберігає в нерухомій системі координат свій напрямок. Цю влас-
тивість зрівноваженого (вільного) гіроскопа зберігати незмінним на-
прямок осі обертання використовують у різних гіроскопічних прила-
дах: гіроскопічних компасах, автопілотах тощо. 

Якщо на вісь гіроскопа буде діяти будь–яка сила, але дуже малий 
проміжок часу  , то таку дію можна розглядати як дію ударного ім-

пульсу FS


 . Тоді за теоремою Резаля швидкість u


 переміщення 
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кінця вектора OK


 існує тільки в цей нескінченно малий проміжок ча-

су  , отже можна вважати, що вісь гіроскопа практично не змінить 
свого напрямку. Математично це положення підтвердимо в наступно-
му параграфі. 

26.3. Дія сил на вісь гіроскопа 

Ми розглядали рух вільного (астатичного) гіроскопа. Перейдемо 

до вивчення руху гіроскопа, до осі якого прикладена сила F


 
(рис. 26.4). Розглянемо особливості руху осі гіроскопа в порівнянні з 
рухом осі такого самого тіла, що не має власного обертання навколо 
осі симетрії Oz . 

Рис. 26.4 

Нехай центр тяжіння в обох випадках розташований у нерухомій 
точці O, тертям в якій знехтуємо. Якщо до нерухомого тіла в точці В 

прикладемо силу F


, то тіло буде обертатись з кутовою швидкістю 

2


 (рис. 26.4, а) навколо осі, перпендикулярної до площини розташу-

вання сили й осі Oz . Якщо дія сили припиниться, то тіло буде руха-

тися по інерції з досягнутою кутовою швидкістю 2 . 
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Зовсім інакше веде себе гіроскоп (рис. 26.4, б), що обертається на-

вколо власної осі симетрії Oz  з великою кутовою швидкістю 1


. 

За теоремою Резаля точка A (кінець вектора OK


 осі гіроскопа 

Oz ) почне рух зі швидкістю 
e
OMu


 . Це означає, що вісь гіроскопа 

буде обертатися з якоюсь кутовою швидкістю 2 , що перпендикуля-

рна до площини розташування осі Oz  і швидкості u


, причому 

OAu  2
 

або       )( 122  
 zO

e
O IKM .     (26.10) 

Звідси   sin12 z
e
O IM   і 




sin1
2

z

e
O

I

M
 .    (26.11) 

Обертання осі гіроскопа називають його прецесією. Згідно з 
(26.11) сформулюємо таке правило прецесії: якщо до осі гіроскопа 
прикласти зовнішні сили, що створюють момент відносно нерухомої 
точки О, то та вісь гіроскопа, по якій напрямлений кінетичний момент, 
почне прецесіювати в напрямку вектора головного моменту цих сил з 

кутовою швидкістю 2 , яка пропорційна головному моменту зовніш-

ніх сил і обернено пропорційна кінетичному моменту гіроскопа. 
Формула для оцінки кута прецесії   за малий проміжок часу   

має вигляд 




sin1
2

z

e
O

I

M
 .    (26.12) 

З останньої формули виходить, що кут   тим менший, чим біль-

ший кінетичний момент 1zI  гіроскопа. Якщо цей момент дуже ве-

ликий, а дія сил відбувається за нескінченно малий проміжок часу  , 
то   нескінченно мала величина. Отже, підтверджено зауваження в 
кінці попереднього параграфа про те, що короткочасна дія сил не від-
хиляє вісь гіроскопа від її початкового напрямку. 
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26.4. Прецесія гіроскопа під дією сили ваги 
Розглянемо рух гіроскопа 

(дзиґи), поставленого під кутом 
  до вертикалі, під дією сили 

ваги G


 (рис. 26.5), яка ство-
рює момент відносно нерухо-
мої точки О. 

Цей момент 
e
OM


 діє в го-
ризонтальній площині, яка пе-
рпендикулярна до площини 

розташування сили G


 і центра 
О, причому 

sin OCGM e
O . (26.13) 

За теоремою Резаля швидкість u


 точки А кінця вектора OK


 до-

рівнює цьому моменту 
e
OMu


  і напрямлена перпендикулярно до 

площини осей Oz  і Oς . 

Це означає, що вісь Oz  разом з вектором OK


 описує конічну по-

верхню навколо осі Oς з кутовою швидкістю прецесії 

11
2 sin

sin
sinsin 





zzO

e
O

O I
OCG

I
OCG

K

M

K
u 




 , 

що не залежить від кута  . 

26.5. Гіроскопічний момент 

Розглянемо тепер випадок, 
коли рух гіроскопа заданий, а по-
трібно визначити сили, що діють 
на гіроскоп. Будемо вважати, що 
гіроскоп обертається зі сталою 

кутовою швидкістю 1


 навколо 

своєї осі симетрії, а ця вісь обер-
тається з кутовою швидкістю 

прецесії 2  (рис. 26.6). 

Рис. 26.5 

Рис. 26.6 
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Момент зовнішніх сил e
OM


, під дією яких вісь гіроскопа здійснює 

прецесію з кутовою швидкістю 2


, визначають за формулою (26.10). 

Цей момент зумовлений дією підшипників у точках А і В на вісь 

гіроскопа при обертанні рамки гіроскопа з кутовою швидкістю 2


. За 

принципом рівності дії та протидії вісь гіроскопа діє на рамку в під-
шипниках А і В силами, що утворюють так званий гіроскопічний мо-

мент rM


 

)( 21  
 z

e
Or IMM , 

або        sin21zr IM  , 

де   – кут між векторами кутових швидкостей 2


 і 1


. 

Як видно на рис. 26.6, гіроскопічний момент діє так, ніби намага-

ється повернути вектор 1


 до збігання з вектором 2


, що дає можли-

вість сформулювати таке правило: при наданні осі гіроскопа вимуше-
ної прецесії вісь гіроскопа намагається стати паралельною осі виму-

шеної прецесії так, щоб напрямок вектора 1


 збігався з напрямком 

вектора 2


, повертаючись на кут менший за 180°. Це правило нази-

вають правилом Жуковського. 

Задача 26.1. Турбіна корабля (рис. 26.7) обертається на горизонтальній 
осі з кутовою швид-

кістю 1


. Визначи-

ти силу гіроскопіч-
ного тиску на кож-
ний підшипник, ко-
ли корабель буде 
здійснювати пово-
рот з кутовою шви-

дкістю 2


. 

Рис. 26.7 

Розв’язок 

Якщо корабель буде здійснювати поворот з кутовою швидкістю 2


, то з 

ним буде повертатися і вал турбіни. Гіроскопічний момент, що при цьому ви-
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никає, є моментом пари сил F


 і F 


, прикладених до підшипників. Як видно 
з рис. 26.7 та згідно з правилом Жуковського 

 sin21zr IABFM  . 

При 090  знаходимо силу гіроскопічного тиску на кожний підшипник 

AB

I
F z 21
 . 

Для великих значень кінетичного моменту турбіни 1I  ця сила достат-

ньо велика, тому її слід ураховувати у відповідних інженерних розрахунках. 

Контрольні запитання 

1. Що називають гіроскопом? 
2. Наведіть приклади гіроскопів. 
3. Сформулюйте теорему Резаля. 
4. Що таке астатичний гіроскоп? 
5. Що таке прецесія осі гіроскопа та як визначити кут прецесії? 
6. Запишіть формулу для визначення гіроскопічного моменту та 

сформулюйте правило Жуковського. 
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Глава  27.  Принцип  можливих  переміщень  

Загальні теореми динаміки та одержані з них наслідки дають на-
очні засоби дослідження руху матеріальної системи. Користуючись 
ними, можна відразу скласти диференціальні рівняння, розв'язок яких 
визначає рух системи та отримати відповіді на поставлені запитання. 

Однак застосування загальних теорем пов'язане з відомими труд-
нощами. Передусім, практично неможливо строго класифікувати зада-
чі та вказати, в якому випадку яка теорема швидше дозволить 
розв’язати задачу. Окрім того, при складанні диференціальних рівнянь 
руху матеріальної системи за допомогою загальних теорем динаміки 
часто доводиться розчленовувати систему, збільшувати число рівнянь 
і вводити невідомі величини (реакції в'язей), визначення яких не зав-
жди потрібне за умовою задачі. 

Аналітична механіка дає загальні методи, з допомогою яких мож-
на скласти диференціальні рівняння руху, не вводячи реакцій ідеаль-
них в'язей. Методи аналітичної механіки є корисними не тільки в тео-
ретичних дослідженнях, але і в практичних інженерних розрахунках. 

27.1. В'язі та їхня класифікація 

Систему матеріальних точок називають вільною, якщо положення 
та швидкості окремих її точок можуть приймати довільні значення. 
Систему називають невільною, якщо матеріальні точки в системі вна-
слідок певних обмежень не можуть займати у просторі довільні поло-
ження та мати які завгодно швидкості. Умови, якими формулюють 
обмеження на положення або рух точок системи в просторі, назива-
ють в'язями. В аналітичній механіці необхідно більш докладно роз-
глядати в'язі, що накладені на точки механічної системи. 

Математично в'язі можуть бути виражені рівняннями, в які вхо-
дять час, координати точок системи та їхні похідні за часом різних по-
рядків. Для однієї точки рівняння в'язі в загальному випадку можна 
записати у формі 

0),,,,,,,,,( tzyxzyxzyxf  .        (27.1) 

Надалі будемо розглядати в'язі, у рівняння яких входять похідні 
від координат за часом не вищі від першого порядку. Для механічної 
системи, яку складають n  точок, s  рівнянь в'язей подають такою си-
стемою рівнянь: 
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0),,,,,,( tzyxzyxf kkkkkki  , si ,...,2,1 , nk ,...,2,1 . (27.2) 

В'язі, які описують рівняннями, на-
зивають стримувальними (двобічними). 

Прикладом утримувальної в’язі є 
з'єднання двох матеріальних точок жорс-
тким невагомим і нерозтяжним стержнем 
довжиною l  (рис. 27.1). Рівняння такої 
в'язі 

22
12

2
12

2
12 )()()( lzzyyxx  , 

де 211 ,...,, zyx  – координати точок 1A  і 2A . 

Деколи в механіці розглядають ще неутримувальні  (однобічні) 
в'язі. Умови обмеження для неутримувальних в’язей мають вигляд не-
рівностей. Прикладом такої в’язі є з’єднання двох матеріальних точок 
абсолютно гнучкою нерозтяжною та невагомою ниткою довжиною l . 
Залежність для опису такої в'язі має вигляд 

22
12

2
12

2
12 )()()( lzzyyxx  . 

Коли нитка натягнута, то в наведеній залежності має місце знак 
рівності, коли нитка не натягнута – знак нерівності. У такому разі рух 
системи можна розділити на частини так, що на одних в’язь буде 
утримувальною (знак рівності), а на інших в’язь можна розглядати 
відсутньою (знак нерівності). Далі будемо розглядати лише випадки 
утримувальних в’язей. 

В'язі називають голономними (геометричними), якщо їхні рівнян-
ня не містять похідних від координат за часом або диференціалів ко-
ординат. 

В'язі називають неголономними (кінематичними), якщо їхні рів-
няння містять похідні від координат за часом або диференціали ко-
ординат і якщо неможливо за допомогою інтегрування представити 
ці рівняння як залежності між координатами та часом. 

Рівняння голономної в'язі для системи має вигляд 

0),,,( tzyxf kkk , nk ,...,2,1 .     (27.3) 

З голономних в'язей (геометричних) диференціюванням можна 
отримати в'язі, рівняння яких містять похідні (так звані кінематичні в'язі). 

Рис. 27.1 
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З неголономних в'язей голономні, як це видно з означення, отри-
мати неможливо. Важливий клас механічних систем з неголономними 
в'язями інтенсивно досліджують у наш час. Надалі будемо розглядати 
системи, на які накладені голономні в'язі. 

Під час руху механічної системи координати точок і їхні похідні 
за часом, які входять у рівняння в'язей, можуть залежати від часу. Крім 
того, в рівняння в'язей окрім координат і їхніх похідних час може вхо-
дити явно,. 

В'язі, в рівняння яких час явно не входить, називають стаціонар-
ними або склерономними. В'язі, в рівняння яких час входить явно, на-
зивають нестаціонарними або реономними. 

Рівняння стаціонарної в'язі для системи має вигляд 

0),,( kkk zyxf , nk ,...,2,1 .       (27.4) 

Отже, в першому прикладі в'язь є утримувальною, голономною та 
стаціонарною. 

27.2. Можливі переміщення. Число степенів вільності 

Для формулювання принципу можливих переміщень, який визна-
чає умови рівноваги механічної системи, слід розглянути поняття мо-
жливого, або віртуального, переміщення. 

Для однієї точки можливим переміщенням називають нескінченно 
мале (елементарне) уявне переміщення, яке допускають у даний мо-
мент часу накладені на точку в'язі. 

Для можливого переміщення не потрібен час на його виконання. 
Це уявне переміщення, яке могла б здійснити точка при накладених на 
неї в'язях у даний фіксований момент часу. На відміну від елементар-
ного справжнього переміщення rd


, яке здійснює точка за час dt  під 

дією прикладених сил при заданих початкових умовах і накладених 
в'язях, можливе переміщення r

  визначається тільки в'язями в даний 

момент часу. Проекції можливого переміщення r
  на осі координат, 

або варіації координат, позначають zyx  ,, , а проекції елемента-

рного дійсного переміщення на осі координат, або диференціали коор-
динат, при зміні часу dt  позначають dzdydx ,, . Можливе перемі-

щення r
 , як і дійсне rd


, є вектором і його зображають направле-
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ним прямолінійним відрізком. Очевидно, що елементарне дійсне пе-
реміщення точки належить до числа можливих, якщо в'язь стаціонарна 
(і дійсне переміщення не містить переміщення разом зі в'яззю). 

Можливе переміщення точки r
  вважають ізохронною варіацією 

радіуса–вектора, тобто його диференціалом, але при фіксованому часі, 
коли змінюються тільки координати точки ( zyx  ,,  – ізохронні 

варіації координат точки, що допускаються в'язями). Дійсне перемі-
щення rd


 є повним диференціалом радіуса–вектора, що визначається 

по зміні координат точки залежно від зміни часу; dzdydx ,,  – повні 

диференціали координат точки при зміні незалежного змінного часу t  
на величину dt . 

Можливим переміщенням системи називають будь–яку сукуп-
ність можливих переміщень точок системи. 

У загальному випадку система може мати нескінченно багато мо-
жливих переміщень. Унаслідок наявності в'язей, накладених на систе-
му, не всі можливі переміщення є незалежними. 

Число незалежних можливих переміщень називають числом сте-
пенів вільності системи. 

Вільна точка має три степені вільності. У цьому разі можливі пе-
реміщення (варіації) zyx  ,,  є незалежними. Якщо точка рухаєть-

ся по поверхні 0),,,( tzyxf , то zyx  ,,  зв'язані співвідно-

шенням 

0











 z
z
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y

f
x

x

f
f  ,      (27.5) 

яке одержують розкладом у степеневий ряд функції 

0),,,(  tzzyyxxf  , 

нехтуючи доданками другого і більш високого порядків малості відно-

сно zyx  ,,  і враховуючи рівність   0,, zyxf . 

Незалежних варіацій координат, а отже, і степенів вільності, буде 
дві. Час при цьому не варіюється, він фіксований. 



 322 

27.3. Елементарна робота сили на можливому переміщенні. 
Ідеальні в'язі 

Елементарну роботу сили на можливому переміщенні обчислю-
ють за відомими формулами, наприклад, 

zFyFxFA zyx   . 

Для механічної системи з n  точок, до яких прикладені сили, еле-
ментарну робота цих сил на будь–якому можливому переміщенні сис-
теми відповідно виразимо так: 

k

n

k
k rFA






1

 .     (27.6) 

Елементарна робота сил у цьому разі залежить від вибору можли-
вого переміщення системи. 

Позначимо сили реакцій в'язей для точок системи kR


. Голономні 

та неголономні в’язі, елементарна робота сил реакцій яких на будь–
яких можливих переміщеннях точок системи дорівнює нулю, назива-
ють ідеальними або в’язями без тертя. Отже для ідеальних в’язей ви-
конується умова 

0
1




k

n

k
k rR


         (27.7) 

Важливо відзначити, що ця умова повинна виконуватися для всіх 
можливих переміщень системи. Наведемо приклади ідеальних в'язей. 

1. У абсолютно твердому тілі точки зв'язані ідеальними в'язями. 
Силами реакцій в'язей у цьому випадку є внутрішні сили, для яких су-
ма елементарних робіт цих сил на будь–яких елементарних перемі-
щеннях точок тіла дорівнює нулю. 

2. Абсолютно гладка поверхня або абсолютно гладка лінія є ідеа-
льною в'яззю для точки. Можливі переміщення таких в'язей напрямле-
ні по дотичних до поверхонь або ліній, а реакції – по нормалях до них, 

тобто kk rR


  і 0),(cos  kkkkkk rRrRrR


 . 

3. Гнучкі нерозтяжні в'язі типу ниток, канатів, тросів тощо, що 
з'єднують точки системи, є ідеальними в'язями. У кожному перерізі 
такої в'язі реакції однакові за модулем і протилежні за напрямом, а пе-
реміщення однакові. 
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4. Закріплені точки системи є ідеальними в'язями, бо їхні можли-
ві переміщення дорівнюють нулю. 

5. Шорстка поверхня для котків, що котяться без ковзання при 
відсутності тертя кочення і з однією точкою дотику, є ідеальною в'яз-
зю, бо можливі переміщення в точці дотику дорівнюють нулю. 

27.4. Принцип можливих переміщень 

Розглянемо умову рівноваги механічної системи. Передусім необ-
хідно уточнити слово "рівновага". Якщо сили, прикладені до вільної 
матеріальної точки, зрівноважені, то це означає тільки те, що сума сил 
дорівнює нулю, сама ж точка може виконувати рівномірний та прямо-
лінійний рух. Для того, щоб точка перебувала в спокої, умови, що на-
кладають на сили, необхідно доповнити вимогою рівності нулю поча-
ткової швидкості точки. 

Принцип можливих переміщень, або принцип Лагранжа, містить не-
обхідні та достатні умови рівноваги деяких механічних систем. Принцип 
можливих переміщень формулюється так: для рівноваги механічної систе-
ми, підпорядкованої ідеальним стаціонарним і утримуючим в’язям, необ-
хідно і достатньо, щоб сума елементарних робіт всіх активних сил, при-
кладених до точок системи, дорівнювала нулю на будь–якому можливому 
переміщенні системи, якщо швидкості точок системи в даний момент 
часу дорівнюють нулю. Тобто 





n

k
kk rF

1

0


 .   (27.8) 

Необхідність. Доведемо, що якщо система перебуває в рівновазі, 
то активні сили задовольняють умову (27.8). Справді, якщо система 
перебуває в рівновазі, то для кожної її точки виконується умова: 

0 kk RF


,  ,...,n,k 21 , 

де kR


– сила реакції в'язі. Якщо помножимо скалярно обидва до-

данки рівності на можливе переміщення kr
  точки kM  і додамо 

одержані рівності для всіх точок системи, то дістанемо 

0
1 1

 
 

n

k

n

k
kkkk rRrF

 . 
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Згідно з умовою ідеальності в'язей 0
1




n

k
kk rR


  і для активних 

сил отримуємо умову (27.8). 
Достатність умови (27.8) рівноваги системи доводять методом 

від супротивного. Припускаємо, що умова (27.8) і всі інші умови ви-
конуються, а система вийшла з рівноваги. Нехай при цьому принаймні 
для однієї точки системи не буде виконуватися умова рівноваги сил, 

тобто 0 kk RF


. 

За умовою теореми всі в'язі стаціонарні, тому дійсне переміщення 

точки за час dt  буде збігатися з одним із можливих переміщень kr
 . 

На підставі теореми про зміну кінетичної енергії сума робіт усіх 
активних сил і реакцій в'язей на цьому переміщенні буде додатна, бо 
при переході зі стану спокою у рух система отримає додатній приріст 
кінетичної енергії. Отже, 

0)(
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 , 

або     0
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 . 

За умовою теореми в’язі ідеальні, тому друга сума дорівнює ну-

лю, 0
1
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kk rR


 . Отже 

0
1




n
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 . 

Несумісність цієї нерівності з умовою (27.8) і доводить достат-
ність принципу можливих переміщень. 

Примітка. Відзначимо, що в усіх міркуваннях ми уживали термін 
«можливі переміщення». У літературі часто зустрічаємо інший термін 
– «віртуальні переміщення» – від латинського слова virtualis – можли-
вий. Якщо користуватися терміном «можливе переміщення», то для 
нестаціонарних в’язей ми повинні сказати: «дійсне елементарне пере-
міщення не є можливим» (бо дійсне елементарне переміщення не збі-
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гається ні з одним з можливих переміщень). У цьому випадку краще 
користуватися терміном «віртуальне переміщення». 

Контрольні запитання 

1. Наведіть класифікацію в’язей. 
2. Що називають можливим переміщенням? 
3. Чим відрізняються дійсні та можливі переміщення і що між ни-

ми спільного? 
4. Які в’язі називають ідеальними? 
5. Наведіть приклади ідеальних в'язей. 
6. Сформулюйте принцип можливих переміщень. 
7. Для яких в’язей справедливий принцип можливих переміщень? 
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Глава  28.  Загальне  рівняння  динаміки .  Рівняння  
Лагранжа  другого  роду  

28.1. Узагальнені координати системи 

Нехай систему складають n точок. Отже її положення в просторі 
в кожний момент часу визначається n3  координатами точок системи, 

наприклад, декартовими координатами kkk zyx ,, . Припустимо, що на 

систему накладені голономні в'язі, рівняння яких у загальному 
випадку можуть містити також похідні від координат точок. Але після 
інтегрування в'язі звели до геометричних і записали у вигляді 

  0,,, tzyxf kkki , si ,...,2,1 , nk ,...2,1 .   (28.1) 

Розглядаємо тільки утримувальні в'язі. Тоді n3  координат 
зв'язані s  рівняннями і незалежних координат буде snH  3 . 

Будь–які H  декартових координат можна задати незалежно одна 
від одної. Інші координати визначають з рівнянь в'язей. Замість H  
незалежних декартових координат можна вибрати будь–які інші 

незалежні параметри Hqqq ,...,, 21 , що залежать від усіх або частини 

декартових координат точок системи. 
Незалежні параметри, які визначають положення системи в 

просторі у кожний момент її руху, називають узагальненими 
координатами системи. 

У загальному випадку вони можуть залежати від усіх декартових 
координат точок системи, тобто 

 kkkii zyxqq ,, , Hi ,...,2,1 , nk ,...,2,1 .  (28.2) 

Задання узагальнених координат повністю визначає положення 
точок системи відносно вибраної системи відліку. 

У вільної точки три узагальнені координати. Якщо точка 
рухається по заданій поверхні, то узагальнених координат буде тільки 
дві й так далі. Використовуючи рівняння в'язей (28.1) і вирази 
узагальнених координат через декартові (28.2), можна виразити 
декартові координати через узагальнені, тобто 

 tqqqxx Hkk ,,...,, 21 ; 

 tqqqyy Hkk ,,...,, 21 ;  tqqqzz Hkk ,,...,, 21 . 
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Відповідно для радіуса–вектора кожної точки системи 

kzjyixr kkkk


  отримаємо 

 1 2, ,..., ,k k Hr r q q q t
 

.      (28.3) 

У разі стаціонарних в'язей час явно не входить у рівняння в'язей. 
Тому в залежності (28.3) час увійде тільки неявно, через узагальнені 
координати, якщо система рухається. Для голономних систем вектор 

можливого переміщення точки kr
  відповідно до (28.3) можна 

виразити у формі 









 2
2

1
1

q
q

r
q

q

r
r kk

k 



 

... 
 







H

i
i

i

k
H

H

k q
q

r
q

q

r

1




.     (28.4) 

Система, що має H  незалежних узагальнених координат, 
характеризується також H  незалежними можливими переміщеннями, 

або варіаціями ,,...,, 21 Hqqq   якщо в'язі голономні. Тобто для 

голономних систем число незалежних можливих переміщень 
збігається з числом незалежних узагальнених координат. 

Отже, число степенів вільності голономної системи дорівнює 
числу незалежних узагальнених координат цієї системи, тобто 
дорівнює snH  3 . 

Розглянемо як приклад кривошипно–шатунний механізм 
(рис. 28.1). Його положення на площині цілком визначається заданням 

положення трьох його точок O , A  і B  з координатами  0,0 , 

 AA yx ,  і  ,0Bx . 

Координат, які не дорівнюють нулю, тільки три, тобто 33 n . 
Можна скласти два рівняння в'язей, ураховуючи, що rOA  , 

lAB  . Маємо 
222 ryx AA  ;   222 lyxx AAB  .    (28.5) 

Число степенів вільності 
1233  snH . 
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З трьох координат, які не 
дорівнюють нулю, тільки одну 
можна задати незалежно. Дві інші 
виражають через неї як розв'язок 
рівнянь в'язей. 

За незалежну координату 
можна вибрати будь–яку з трьох 

координат BAA xyx ,,  або будь–

яку комбінацію цих координат. Зручно за незалежну узагальнену 
координату вибрати кут  , тобто 

A

A

x

y
q arctg  .       (28.6) 

З рівнянь (28.5) і (28.6) координати BAA xyx ,,  можна виразити 

через  . Для цього потрібно розв'язати систему рівнянь відносно 
координат. Проте зручно, не розв'язуючи системи рівнянь, виразити 
координати через кут   за допомогою рис. 28.1. Отримаємо 

;cosrxA   ;sinryA   .coscos  lrxB   

Але  ;sinsin  lryA    sinsin
l

r
 ; 

 2222
2

2 sin
1

sin1sin1cos rl
ll

r







 . 

З урахуванням цього вирази для координат набувають вигляду 

;cosrxA   ;sinryA    222 sincos rlrxB  . 

Ці значення декартових координат задовільняють рівняння (28.5) і 
(28.6). 

28.2. Узагальнені сили 

Визначення узагальнених сил 
Сума елементарних робіт сил, які діють на точки системи, на 

можливому її переміщенні дорівнює: 

Рис. 28. 



 329





n

k
kk rFA

1


 , ,...,n,k 21 .      (28.7) 

Нехай голономна система має H  степенів вільності. Тоді її 
положення в просторі визначається H  узагальненими координатами 

Hqqq ,...,, 21 . Відповідно до (28.4) маємо 
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Підставивши (28.8) у (28.7) і змінивши порядок додавання за 
індексами k  та i , одержимо 
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де скалярну величину 
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 називають узагальненою 

силою, віднесеною до узагальненої координати iq . Використовуючи 

відомий вираз для скалярного добутку двох векторів, узагальнену силу 
можна також подати у вигляді 
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,  (28.10) 

де kxF , kyF , kzF – проекції сили на осі координат; kkk zyx ,,  – 

координати точки прикладання сили. 

Розмірність узагальненої сили 
Розмірність узагальненої сили відповідно до (28.9) залежить від 

розмірності iq , яка сумісна з розмірністю iq , так: 

   
 

 
 ii

i q

A

q

A
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.      (28.11) 

Тобто розмірність узагальненої сили дорівнює розмірності роботи 
сили, поділеної на розмірність узагальненої координати, до якої 
віднесена узагальнена сила. 



 330 

Обчислення узагальнених сил 

1. Узагальнену силу можна обчислити за формулою (28.10) 
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2. Узагальнену силу можна обчислити як коефіцієнт при 
відповідній варіації узагальненої координати у виразі для 
елементарної роботи (28.9) 
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.  (28.12) 

3. Найбільш доцільним є спосіб обчислення узагальнених сил, що 
випливає з (28.10), коли системі надати таке можливе переміщення, 
при якому змінюється тільки одна координата, а інші залишаються 

незмінними. Так, якщо ,01 q  а 0...32  Hqqq  , то з 

(28.10) маємо 
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.       (28.13) 

Індекс 1q  вказує на те, що суму елементарних робіт обчислюємо на 

можливому переміщенні, при якому змінюється тільки координата 1q . 

4. Для потенціальних сил за їх визначенням 
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 ,    (28.14) 

де   ),...,,(),,( 21 Hkkk qqqUzyxUU      (28.15) 

силова функція, яка залежить від координат точок системи, а через них 
і від узагальнених координат. 

Для узагальненої сили, згідно з її визначенням, з урахуванням 
(28.14) і (28.15) маємо 
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Таким чином, у випадку існування силової функції 
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 ,        (28.16) 

тому що потенціальна енергія системи зв'язана з силовою функцією 
співвідношенням 

constUΠ  . 

Отже, узагальнена сила дорівнює частинній похідній за 
відповідною координатою від силової функції. 

28.3. Умови рівноваги механічної системи 

Умови рівноваги системи виводять з принципу можливих 
переміщень. Вони можуть застосовуватися до систем, для яких цей 
принцип є справедливим. Згідно з принципом можливих переміщень, 
умова 
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є необхідною й достатньою для рівноваги системи. Але відповідно до 
(28.12) 
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. 

Отже, необхідною й достатньою умовою рівноваги механічної 
системи є рівність 

0...2211  HH qQqQqQ  .    (28.17) 

Унаслідок того, що узагальнені координати незалежні, їхні варіації 

Hqqq  ,...,, 21  є також незалежними довільними нескінченно 
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малими величинами. Можна прийняти варіацію 01 q , а всі інші 

0...32  Hqqq  . Тоді з (28.17) отримаємо 01 Q . 

Аналогічно, прийнявши 02 q , а 0...31  Hqqq  , 

будемо мати 02 Q  і так далі. 

Таким чином, з (28.17) одержуємо такі умови рівноваги системи: 

0...,,0,0 21  HQQQ .     (28.18) 

Отже, для рівноваги механічної системи з голономними 
стаціонарними ідеальними утримувальними в'язям, у момент, коли 
швидкості всіх точок системи дорівнюють нулю, необхідно й 
достатньо, щоб усі узагальнені сили дорівнювали нулю. 

У статиці для рівноваги вільного твердого тіла, що має шість 
степенів вільності, було одержано шість умов рівноваги для 
прикладених до тіла сил. Ці умови можна отримати також, прирівнявши 
до нуля кожну з шести узагальнених сил. Для цього слід вибрати за 
узагальнені координати декартові координати zyx ,,  будь–якої точки 

тіла та кути повороту тіла навколо осей координат, що проходять через 
цю точку. Узагальнені сили, віднесені до координат zyx ,, , 

перетворяться відповідно у суми проекцій прикладених сил на ці осі, а 
узагальнені сили, віднесені до кутів повороту навколо осей координат, – 
у суми моментів сил відносно цих осей. 

Умови рівноваги (28.18) для системи, що перебуває під дією 
потенціальних сил, разом з (28.16) дадуть такі умови для силової 
функції: 
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або ,0
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тобто всі частинні похідні від силової функції за узагальненими 
координатами дорівнюють нулю. Це є необхідною умовою існування 
екстремума силової функції. Отже, у разі рівноваги механічної 
системи, яка перебуває під дією потенціальних сил, силова функція та 
потенціальна енергія можуть досягати екстремума. 
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Задача 28.1. Однорідний стержень 

вагою 1G


 має довжину l  і може 

обертатися навколо осі A  у вертикальній 
площині. Розміщена на ньому кулька має 

вагу 2G


 (рис. 28.2). Довжина пружини 

AM  дорівнює в ненапруженому стані 
a , а її жорсткість – c . 

Визначити умови рівноваги системи. 
Розв'язок 

Система має два степені вільності: 
переміщення кульки вздовж стержня та 
поворот стержня навколо точки A . 
Припустимо, що система перебуває в 
одному з можливих положень. 

При цьому кут відхилення стержня від вертикального положення 

дорівнює  , а пружина розтягнута на величину ст
* xxx  , де стx  – 

деформація пружини у стані рівноваги системи. 

За узагальнені координати виберемо 1q  та xq 2 . Складемо вираз 

для потенціальної енергії системи: 

]cos1[)(
22 2ст1

2





  GаxxG

lxc
Π . 

Умови рівноваги системи мають вигляд: 

  0sin
2 21

1
1 



 




 GaxxG
l

q

П
Q ст ,   (28.20) 

  0cos12
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 Gcx
q

П
Q .     (28.21) 

З виразу (28.20) випливає, що система перебуває у рівновазі при 0 . 

Тоді з (28.21) отримаємо 0ст
*  xxx . Отже, в положенні рівноваги 

ст
* xx  . З умови рівноваги кульки при 0  маємо: 

c

G
x 2
ст  . 

Рис. 28.2 
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28.4. Загальне рівняння динаміки 

Відповідно до принципу Д'Аламбера для будь–якої механічної 
системи активні сили, сили реакцій в'язей разом з силами інерції 
задовільняють умову рівноваги сил для кожної точки системи, тобто 

,0iн  kkk FRF


 nk ,...,2,1 ,     (28.22) 

де kF


– активна сила, kR


– сила реакції в'язі, 
iн

kF


– сила інерції 

точки. Помноживши скалярно кожну з цих сил на можливе 

переміщення точки kr
  і додавши рівняння для всіх точок системи, 

одержимо 
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 .   (28.23) 

Це і є загальне рівняння динаміки для системи з будь–якими 
в'язями. Для системи з ідеальними в'язями, для яких другий доданок у 
(28.23) дорівнює нулю, будемо мати одну з форм загального рівняння 
динаміки: 
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  (28.24) 

в яких силу інерції через прискорення ka


 відносно інерціальної 

системи координат виражають у вигляді 

kkkkk rmamF 
iн

, 

де kr


– радіус–вектор точки. 

Таким чином, відповідно до загального рівняння динаміки: у будь–
який момент руху системи з ідеальними в'язями сума елементарних 
робіт усіх активних сил та сил інерції точок системи дорівнює нулю 
на будь–якому можливому переміщенні системи. 

Розкриваючи скалярний добуток векторів у (28.24), дістанемо 
вираз загального рівняння динаміки в аналітичній формі: 
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Для використання загального рівняння динаміки необхідно вміти 
обчислювати елементарну роботу сил інерції системи на можливих 
переміщеннях. 

Елементарна робота сил інерції під час поступального руху 
Сили інерції під час поступального руху зводять до рівнодійної 

aMaMR С


iн

. Для суми елементарних робіт сил інерції на 

поступальному можливому переміщенні отримаємо 

raMrRrRrF
n

k
Сkk


 

1

iнiнiн
, 

де rrС
    – можливе переміщення центра мас і будь-якої 

точки тіла, бо поступальне можливе переміщення для всіх точок тіла 

однакове, однакові також прискорення, тобто aaС


 . 

Елементарна робота сил інерції під час обертального руху 
У разі обертання тіла навколо нерухомої осі можливим перемі-

щенням тіла є поворот на елементарний кут   навколо цієї осі. У 

разі зведення до точки O  на осі обертання сили інерції зводять до 

головного вектора 
iнR


 і головного моменту 
iн
OM


. 

Головний вектор сил інерції прикладений до нерухомої точки і 
його елементарна робота на можливому переміщенні дорівнює нулю. 
Щодо головного моменту сил інерції, то роботу виконує тільки його 

проекція на вісь обертання zz IM iн
. 

Таким чином, для суми робіт сил інерції на можливому 
переміщенні   маємо 
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 z

n

k
zkk IMrF 

1

iнiн 
, 

якщо поворот на кут   надати в напрямку дугової стрілки кутового 
прискорення. 

Елементарна робота сил інерції під час плоского руху 
Під час плоского руху можливе переміщення складається з 

поступального переміщення Сr
  разом з полюсом, за який виберемо 

центр мас, і повороту на елементарний кут   навколо осі Cz . 
Суму елементарних робіт сил інерції на плоскому можливому 

переміщенні зводять до елементарної роботи головного вектора сил 

інерції СaMR


iн
 на можливому переміщенні центра мас й 

елементарної роботи головного момента сил інерції на елементарному 
повороті   навколо осі Cz , що проходить через центр мас. 

При цьому роботу може виконувати тільки проекція головного 

момента сил інерції на вісь Cz , тобто СzCz IM iн
. Таким чином, у 

цьому випадку маємо 





n

k
CzCCCzCk IraMMrRrF

1

iнiн  
, 

якщо поворот на кут   направити по дуговій стрілці для  . 

Задача 28.2. Два тіла масами 1m  і 2m  зв'язані між собою абсолютно 

гнучкою та нерозтяжною ниткою, перекинутою через блок K  масою 3m . 

(рис. 28.3).  
Уважаючи блок однорідним диском і нехтуючи масою нитки та тертям, 

визначити прискорення руху вантажів ( 21 mm  ). 

Розвязок 

Припустимо, що вантаж 1 має прискорення 1a


, напрямлене вниз. 

Оскільки нитка нерозтяжна, то рівняння в'язі має вигляд 

lyy  21 , 

звідси 21 yy   , тобто 21 aa  , і 21 yy   . 
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Елементарний кут повороту 

.1

R

y
   Визначимо величини 

сил інерції: 

11
iн

1 amF  ; 

1222
iн

2 amamF  ; 

R

aRm
IM ОzO

1
2

3iн

2
  , 







 

R

a1  

Складемо загальне рівняння 
динаміки, задавши можливе пере-

міщення 1y  вантажу 1: 

01
iн
212

iн
1

iн
111  yFyGMyFyG O  . 

Елементарна робота сил OO YXG


,,3  дорівнює нулю, оскільки 

0Os . 

Підставляючи значення сил інерції та переміщень, одержимо 

0
2 11212

11
2

3
11111  yamygm

R

y

R

aRm
yamygm 


 , 

звідси прискорення вантажів 
 

321

21
1 5.0 mmm

gmm
a




 . 

28.5. Рівняння Лагранжа другого роду 

Щоб знайти рівняння руху механічної системи з геометричними 
утримувальними в'язями в узагальнених координатах, використаємо 
загальне рівняння динаміки у вигляді: 

0
1

ін

1




n

k
k

n

k
k AA  .      (28.26) 

З метою узагальнення не будемо вважати, що всі накладені на 
систему в'язі є ідеальними. Тому в першу суму можуть входити як 

Рис. 28.3
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робота активних сил, так і, наприклад, робота сил тертя. Нехай 
система має H  степенів вільності та її положення визначають 

узагальнені координати Hqqq ,...,, 21 . 

Тоді за формулою (28.7) 

HH

n

k
k qQqQqQA  



...2211
1

.    (28.27) 

Очевидно, що так само, як це було зроблено раніше для сил kF


, 

можна перетворити до узагальнених координат елементарну роботу 
сил інерції. При цьому дістанемо 
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(28.28

) 

де 
iнiн

2
iн
1 ,...,, HQQQ – узагальнені сили інерції, що дорівнюють: 
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,    ,...,H,i 21  .     (28.29) 

Підставляючи (28.29) і (28.28) у рівняння (28.27), отримаємо 

0)...()()( ін
2

ін
221

ін
11  HHH qQQqQQqQQ  . (28.30) 

Оскільки всі iq  між собою незалежні, то отримана рівність може 

виконуватися лише тоді, коли кожний з коефіцієнтів при 

Hqqq  ,...,, 21  окремо дорівнює нулю, тобто 

0iн
11  QQ , 0iн

22 QQ , ..., 0iн  HH QQ .    (28.31) 

Одержаними рівняннями можна безпосередньо користуватися при 
розв'язанні задач динаміки. Однак процес складання цих рівнянь 
значно спроститься, якщо виразити всі узагальнені сили інерції, що 
входять у ці рівняння, через кінетичну енергію системи. 
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Перетворимо спочатку величину 
iн
1Q . Оскільки сила інерції 

будь–якої з точок системи 
dt

vd
mamF k

kkkk




iн
, то з формули 

(28.31) отримаємо 
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 .       (28.32) 

Щоб виразити 
iн
1Q  через кінетичну енергію системи, треба 

перетворити праву частину рівності (28.30) так, щоб вона містила 

тільки швидкості kv


 точок системи. З цією метою зауважимо 

передусім, що 
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.    (28.33) 

У справедливості рівності (28.33) легко переконатися, 
продиференціювавши добуток, що стоїть праворуч в дужках. 
Урахуємо далі, що 

kk
k rv

dt

rd 


 ,  1
1 q

dt

dq
 , 

де 1q  – узагальнена швидкість, що відповідає узагальненій 

координаті 1q . 

Тоді для похідних від kr


, що входять у (28.33), буде 

справедливим таке: 

1. Частинна похідна від kr


 по 1q  є границя відношення 

частинного приросту  1kr


  до приросту 1q . Звідси відповідно до 

правила Лопіталя (позначаючи kr


  просто як kr


 ) знайдемо 
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(28.34)

 

2. Операції повного диференціювання по t  і частинного 

диференціювання по 1q  переставні, що дає 
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.     (28.35) 

Користуючись співвідношеннями (28.34) і (28.35), запишемо 
рівність (28.33) так 
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Тоді вираз (28.32), якщо врахувати, що маса – величина стала, а 
сума похідних дорівнює похідній від суми, запишемо у такому вигляді 
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де 
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kkvm
T

1

2

2
– кінетична енергія системи. 



 341

Аналогічні вирази можна отримати для всіх інших узагальнених 
сил інерції. Тоді рівняння (28.31) набувають вигляду 
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      (28.36) 

Рівняння (28.36) є диференціальними рівняннями руху системи в 
узагальнених координатах або рівняннями Лагранжа другого роду. 
Кількість цих рівнянь дорівнює числу степенів вільності системи. 

Рівняння Лагранжа другого роду дають єдиний та достатньо 
простий метод розв'язання задач динаміки. Важлива перевага цих 
рівнянь полягає в тому, що їхній вигляд і число не залежать ні від 
кількості тіл, що входять в дану систему, ні від того, як ці тіла 
рухаються. Крім того, при ідеальних в'язях до правих частин рівнянь 
(28.36) входять узагальнені активні сили та ці рівняння дозволяють 
заздалегідь виключити з розгляду всі невідомі реакції в'язей. 

Основна задача динаміки в узагальнених координатах полягає в 
тому, щоб, знаючи узагальнені сили та початкові умови, знайти закон 
руху системи у вигляді 

)(...,),(),( 2211 tfqtfqtfq HH  , 

тобто визначити узагальнені координати як функції часу. 
Оскільки кінетична енергія T  залежить від узагальнених швидкостей 

iq , то при диференціюванні рівнянь (28.36) по t  в лівих частинах цих 

рівнянь з'являться другі похідні по часу iq . Отже, рівняння Лагранжа 

є звичайними диференціальними рівняннями другого порядку 

відносно узагальнених координат Hqqq ,...,, 21 . 
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Випадок потенціальних сил 
Якщо всі сили, які діють на систему, потенціальні, то, 

використовуючи формули 

H
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Π
Q,

q

Π
Q













2
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1 , 

перше з рівнянь (28.36) можна записати у вигляді 
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Остання рівність справедлива тому, що потенціальна енергія 

залежить тільки від координат Hqqq ,...,, 21 , а від узагальнених 

швидкостей не залежить і 0
1




q

Π


. Аналогічно перетворюються всі 

інші рівняння системи (28.36). Введемо функцію 

ΠTL  .        (28.37) 

Функцію L  від узагальнених координат і узагальнених 
швидкостей, що дорівнює різниці між кінетичною та потенціальною 
енергіями системи, називають функцією Лагранжа або кінетичним 
потенціалом. Тоді у випадку потенціальних сил рівняння Лагранжа 
набудуть вигляду 
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З цього випливає, що стан механічної системи, на яку діють 
потенціальні сили, визначається заданням однієї тільки функції 
Лагранжа, тому що, знаючи цю функцію, можна скласти 
диференціальні рівняння руху системи. 

Задача 28.3. На кінцях тонкого однорідного стержня AB  з довжиною l  

і масою m  на кінцях розміщені повзуни A  і B , які ковзають під дією сили 

ваги стержня по напрямних Ox  і Oy  (рис. 28.4). 

Нехтуючи масою повзунів і силами тертя, скласти диференціальні рів-
няння руху стержня та визначити 
його кутове прискорення. 

Розв'язок 
Стержень має один степінь 

вільності, тому його положення 
будемо визначати однією 
узагальненою координатою – 
кутом  . На рис. 28.4 зображена 

тільки активна сила – сила ваги 

gm


. Реакції опор AN


 і BN


 

показувати не слід, тому що вони 
не ввійдуть у рівняння Лагранжа, 
яке запишемо у вигляді 

Q
TT

dt

d

















. 

Кінетична енергія стержня 

22

2

1

2

1 cС ImvT  , 

де m  – маса стержня, Сv – швидкість його центра мас C , 
12

2ml
IСz   – 

момент інерції стержня відносно осі Cz , що проходить через точку C  
перпендикулярно до площини руху. 

Для обчислення швидкості точки C  знайдемо її координати 

 cos
2

1
,sin

2

1
lylx CC  . 

Рис. 28.4 
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Диференціюючи за часом, отримаємо 

 cos
2

1
 lxC  ,  sin

2

1
 lyC  . 

Звідси     22222

4

1  lyxv CCC  . 

Підставляючи значення CI  і Cv  у вираз для T, дістанемо 
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Для визначення узагальненої сили, знайдемо вираз потенціальної енергії 
системи, вважаючи, що у горизонтальному положенні стержня 0Π : 

coslg
2

1
mΠ  . 

Узагальнена сила, що відповідає узагальненій координаті  , і доданки, 

що входять у рівняння Лагранжа другого роду, будуть мати вигляд 
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Підставляючи ці вирази у рівняння Лагранжа, отримаємо 

 sin
2

1

3

1 2 mglml  , 

звідси          sin
2

3

l

g
 . 

Це рівняння і є диференціальним рівнянням руху стержня; воно також 
визначає кутове прискорення стержня    . 

Контрольні запитання 

1. Що називають узагальненими координатами системи? 
2. Скільки узагальнених координат має вільна точка та вільне 

тіло? 
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3. Чому дорівнює число незалежних узагальнених координат 
голономної системи? 

4. Записати вирази для узагальненої сили. 
5. Сформулюйте необхідні й достатні умови рівноваги механічної 

системи з голономними стаціонарними ідеальними утримувальними 
в'язями. 

6. Як визначити елементарну роботу сил інерції під час 
поступального, обертального та плоскопаралельного рухах твердого 
тіла? 

7. Що називають функцією Лагранжа? 
8. Записати рівняння Лагранжа другого роду для механічної 

системи, на яку діють потенціальні сили. 
9. Записати загальне рівняння динаміки для механічної системи з 

будь–якими в'язями та з ідеальними в'язями. 
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Глава  29.  Малі  коливання  механічної  системи  
біля  положення  стійкої  рівноваги  

Коливання – одне з найбільш розповсюджених явищ у природі, 
фізиці та техніці. Коливання часто є причиною багатьох аварій та 
катастроф і шкідливо впливають на людину. Поряд з цим коливання 
використовують у багатьох технологічних операціях та галузях 
техніки і для їх вивчення використовують різноманітні математичні 
методи. 

Ми розглянемо основні властивості малих коливань механічних 
систем з одним і двома степенями вільності на основі застосування 
рівнянь Лагранжа другого роду. Механічна система може здійснювати 
малі коливання тільки біля положення так званої стійкої рівноваги, 
означення якої розглянемо насамперед. 

29.1. Положення рівноваги та його стійкість 

Розглянемо механічну систему з ідеальними стаціонарними 
геометричними в’язями, положення та рух якої визначають незалежні 

узагальнені координати Hqqq ...,,, 21 . Для вивчення коливань 

необхідно насамперед визначити ті положення, в яких система 
перебуває в рівновазі. 

Як відомо, в стані рівноваги всі узагальнені 
сили дорівнюють нулеві, тому для консервативної 
системи запишемо такі залежності 

,0...,,0,0
21













Hqq

П

q

П
   (29.1) 

де П – потенціальна енергія системи. 
Розв'язуючи рівняння (29.1) відносно 

узагальнених координат Hqqq ...,,, 21 , знайдемо 

положення рівноваги механічної системи. 
Для вивчення малих коливань механічної 

системи слід встановити, чи стійким є визначене 
положення рівноваги, чи нестійким. Для наочності 
розглянемо положення рівноваги стержня АВ (рис. 
29.1) з горизонтальною віссю обертання, що 
проходить через точку А . 

Рис. 29.1 
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Стержень має два положення рівноваги при 0 і 
180 . У 

положенні рівноваги сили, прикладені до стержня, зрівноважені. Щоб 
установити, чи буде дане положення рівноваги стійким, потрібно 
надати системі незначне відхилення від цього положення. Якщо сили 
намагаються повернути систему в це положення рівноваги, то таке 
положення рівноваги вважають стійким (нижнє положення стержня). 
Означення поняття положення стійкої рівноваги дано в роботах 

О.М.Ляпунова. Якщо узагальнені координати Hqqq ...,,, 21  

відрахувати від положення рівноваги та початкові значення 
узагальнених швидкостей і координат позначити відповідно 

02010 ...,,, Hqqq   та 02010 ...,,, Hqqq , то за Ляпуновим, рівновагу 

механічної системи називають стійкою, якщо для будь–якого як 
завгодно додатньо малого числа ε можна вказати два інші малі додатні 
числа η1 і η2 такі, що коли початкові збурення системи задовільняють 

умови 10 )( tqi , 20 )( tqi , то надалі під час руху механічної 

системи задовільняються умови )(tqi  для всіх узагальнених 

координат. 
Якщо навколо положення стійкої рівноваги всі узагальнені 

координати та швидкості з часом прямують до нуля 

,при0)(,0)(  ttqtq ii   

то таке положення рівноваги називають асимптотично стійким. 
Таким чином, положення рівноваги вважають стійким, якщо можна 
задати достатньо малу область зміни початкових значень узагальнених 
координат і узагальнених швидкостей біля положення рівноваги, для 
яких величини узагальнених координат при подальшому русі системи 
обмежені заданою величиною ε. Оскільки в положенні рівноваги 
мають місце рівності (29.1), то потенціальна енергія в положенні 
рівноваги досягає свого екстремального значення. 

Для визначення стійкості даного положення рівноваги 
користуються теоремами Лагранжа–Дирихле і Ляпунова, які надамо 
без доведень. Теорема Лагранжа–Дирихле встановлює достатні умови 
стійкості положення рівноваги системи: положення рівноваги 
механічної системи з голономними ідеальними стаціонарними в’язями 
буде стійким, якщо в ньому потенціальна енергія системи має 
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мінімум. Ця теорема може бути доповнена двома теоремами Ляпунова, 
що встановлюють умови нестійкості рівноваги: 

1. Рівновага механічної системи нестійка, якщо її потенціальна 
енергія в положенні рівноваги не має мінімуму та його відсутність 
визначається складовими другого порядку малості у розкладі 
потенціальної енергії в ряд за степенями узагальнених координат біля 
положення рівноваги. 

2. Рівновага механічної системи нестійка, якщо потенціальна 
енергія П у положенні рівноваги має максимум і його наявність 
визначається складниками найменшого порядку малості в розкладі 
потенціальної енергії в ряд за степенями узагальнених координат біля 
положення рівноваги. 

Згідно з теоремами Лагранжа–Дирихле та Ляпунова для 
встановлення стійкості положення рівноваги консервативної системи 
необхідно переконатися, які екстремальні значення має потенціальна 
енергія системи в цьому положенні. 

Розглянемо одне із положень рівноваги, в якому виконуються 
рівності (29.1). Будемо вважати, що в цьому положенні потенціальна 
енергія дорівнює нулеві і від цього положення відраховують 
узагальнені координати 

0)0...,,0,0(0  ПП .       (29.2) 

Розкладемо потенціальну енергію біля положення рівноваги в ряд 
Маклорена за степенями узагальнених координат 
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 (29.3) 

Індекс 0 тут і далі означає, що ці величини обчислюють при 

0..., 21  Hqqq . Ми обмежилися членами другого порядку 
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малості щодо Hqqq ...,,, 21 . Ураховуючи рівності (29.1), (29.2) та 

приймаючи для коефіцієнтів при членах другого степеня позначення 

,
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2

ij
ji

с
qq

П













        (29.4) 

одержимо такий вираз для потенціальної енергії біля взятого 
положення рівноваги 

...)qqс...

qqсqс...qс(П

HHHH

HHH





 11

2112
22

111

2

2
2

1

   
(29.5)

 

Коефіцієнти ijс  називають коефіцієнтами жорсткості 

механічної системи. 
Знак потенціальної енергії визначається знаком квадратичної 

форми в формулі (29.5), оскільки відкинуті члени ряду більш високого 

порядку малості щодо Hqqq ...,,, 21 . Якщо квадратична форма 

напевно додатня біля даного положення рівноваги, а 00 П , то в 

цьому положенні потенціальна енергія має мінімум і воно буде 
положенням стійкої рівноваги. 

Питання про знак квадратичної форми вирішується теоремою 
Сильвестра: для того щоб квадратична форма була напевно 
додатньою, необхідно та достатньо, щоб усі діагональні мінори 
матриці квадратичної форми були додатніми. Матрица квадратичної 
форми (29.5) та її діагональні мінори мають вигляд 
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     (29.6) 

Таким чином, критерієм того, що квадратична форма є напевно 
додатньою і що відповідне положення рівноваги системи є стійким, 
буде 
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0...,,0,0 21  H .     (29.7) 

Доведення теореми Сильвестра можна знайти в курсах лінійної 
алгебри. 

29.2. Кінетична енергія механічної системи 
біля положення рівноваги 

Обчислимо кінетичну енергію механічної системи з голономними 
стаціонарними ідеальними в'язями, для якої радіус–вектори точок 
залежать тільки від узагальнених координат і не залежать явно від часу 

),...,( 21 Hkk qqqrr


 .     (29.8) 

Швидкість кожної точки 
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і тоді вираз для кінетичної енергії має вигляд 
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 (29.10) 

або 

 HHHHHHH qqAqqAqAqAТ  112112
22

111 2...2...
2

1
 , 

 (29.11) 
де прийняті позначення для Aij = Aji 
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Якщо біля положення стійкої рівноваги механічної системи 
коефіцієнти розкласти в ряд Тейлора за степенями узагальнених 
координат 
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то, нехтуючи величинами третього порядку малості щодо величин iq , 

iq  і прийнявши позначення   ijij aA 
0

, одержимо вираз для 

кінетичної енергії 

 HHHHHHH qqaqqaqaqaT  112112
22

111 2...2...
2

1
 . (29.14) 

Коефіцієнти ija  називають інерційними коефіцієнтами 

механічної системи. 
Як видно, кінетична енергія механічної системи виражена 

квадратичною формою і оскільки вона завжди величина додатня, то ця 
форма напевно додатня та її коефіцієнти за теоремою Сильвестра 
задовільняють умови: 
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29.3. Функція Релея та узагальнені сили опору 
при малих коливаннях біля положення рівноваги 

механічної системи 

Оскільки функція Релея 
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яку використовують для обчислення узагальнених сил опору 
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має вигляд аналогічний до виразу кінетичної енергії (29.10), то 
вона біля положення рівноваги механічної системи теж набирає 
аналогічного до (29.14) вигляду 

 ,2...2...
2

1
112112

22
111 HHHHHHH qqbqqbqbqbФ    (29.18) 

де коефіцієнти bij обчислюють за такими ж формулами як і aij, в 

яких замість мас mk використовують коефіцієнти k  опору 

середовища. 

29.4. Малі коливання механічної системи з одним степенем 
вільності біля положення стійкої рівноваги 

Розглянемо рух консервативної механічної системи з одним 
ступенем вільності біля положення її стійкої рівноваги, в якому 
узагальнена координата q дорівнює нулеві. Нехай при 0t  систему 
відхилили від положення рівноваги й її точкам надали невеликі 
початкові швидкості, такі, що в подальшому русі узагальнена 
координата q та узагальнена швидкість q  будуть малі за модулем 

унаслідок руху біля положення стійкої рівноваги. 
Ці умови дозволяють для дослідження руху системи 

використовувати наведені вище вирази для потенціальної й кінетичної 
енергій та функції Релея. 

Для системи з одним степенем вільності маємо з формул (29.4), 
(29.13) і (29.17) для потенціальної енергії 

,
2

1 2cqΠ    (29.19) 

де 0c ; для кінетичної енергії 

,
2

1 2qaT          (29.20) 

де 0a ; для функції Релея 

,
2

1 2qbФ          (29.21) 

де 0b . 



 353

Будемо вважати, що на точки механічної системи крім 
консервативних сил та сил опору діють збурювальні сили, узагальнена 
сила яких має періодичний характер 

)sin(  ptНQВ .       (29.22) 

Складемо рівняння Лагранжа другого роду, що матиме такий 
вигляд 
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де 
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  – потенціальна узагальнена сила, 
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узагальнена сила опору, ВQ  – узагальнена збурювальна сила. 
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,,0 .    (29.24) 

Відповідно до (29.23) отримаємо 

),sin(  ptHqbcqqa      (29.25) 

або       ),sin(2 2  pthqkqnq        (29.26) 

де      .,2,2

a

H
h

a

b
n

a

c
k   

Ми одержали диференціальне рівняння, яке цілком аналогічне до 
диференціального рівняння змушених коливань матеріальної точки в 
середовищі з опором. 

Якщо сили опору відсутні (b=0), отримаємо диференціальне 
рівняння змушених коливань у середовищі без опору 

),sin(2  pthqkq        (29.27) 

Якщо збурювальні сили відсутні (H=0), то відповідно матимемо 
диференціальні рівняння вільних незгасаючих коливань 
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02  qkq          (29.28) 

і вільних згасаючих коливань 

.02 2  qkqnq         (29.29) 

Розв'язки цих диференціальних рівнянь й аналіз відповідних 
коливань детально розглянуті в главі 16 «Прямолінійні коливання 
точки». 

29.5. Малі коливання механічної системи з двома степенями 
вільності біля положення стійкої рівноваги 

Як уже відомо з теорії коливань однієї матеріальної точки, а отже 
і системи точок з одним степенем вільності, надзвичайно важливим у 
практичних розрахунках є обчислення циклічної частоти вільних 
коливань з метою запобігти появі досить небезпечного явища – 
резонанса, коли амплітуда коливань механічної системи може досягти 
якої завгодно величини при наближенні частоти збурювальних сил до 
частоти вільних коливань системи. 

Якщо частоту вільних коливань точки або системи точок з одним 
степенем вільності обчислюють за формулою 

a
c

k
m
c

k  або , 

то для системи з двома та більшим числом степенів вільності таких 
частот буде відповідно дві або більше й їх обчислення дещо 
ускладнене. 

Щоб показати, як розв'язують цю задачу як основну задачу теорії 
коливань, ми розглянемо малі коливання механічної системи з двома 
степенями вільності. 

Для системи з двома степенями вільності з формул (29.4), (29.13) 
маємо біля положення стійкої рівноваги: 
для потенціальної енергії 
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для кінетичної енергії 
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Складемо рівняння Лагранжа другого роду 
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 (29.32) 

Обчисливши відповідні похідні від виразів (29.30) і (29.31), 
отримаємо такі лінійні диференціальні рівняння малих вільних 
коливань механічної системи з двома степенями вільності: 

   
    .0

,0

222222112112

212212111111




qcqaqcqa
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   (29.33) 

Механічні системи, для яких квадратичні вирази для кінетичної і 
потенціальної енергій (29.4) і (29.13) є точними без відкидання членів 
більш високого порядку, називають лінійними. Для цих систем 
рівняння (29.33) є точними рівняннями. Математична теорія малих 
коливань не відрізняється від теорії лінійних коливань, але останні 
можуть бути і не малими. 

Розв'язок рівнянь (29.33) шукаємо в формі 

)sin(),sin( 2211   ktAqktAq ,   (29.34) 

де сталі величини А1, А2, k, α потрібно визначити. 
Підставляємо (29.34) у диференціальні рівняння (29.33) і 

одержуємо тотожності, в яких сталі коефіцієнти при )sin( kt  

повинні дорівнювати нулеві: 
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Однорідна система лінійних рівнянь щодо A1 і A2 має розв'язок 
відмінний від нуля, якщо визначник цієї системи дорівнює нулеві: 
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2
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2
1111 




kаckac
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або в таких двох формах 
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(29.37)

 

Одержане рівняння (29.36) або еквівалентне йому рівняння (29.37) 
називають рівнянням частот і тільки для значень частот k, що 
задовільняють це рівняння, існують відмінні від нуля А1, А2 а, отже, і q1, q2. 

Покажемо, що обидва корні цього рівняння щодо k2 дійсні й 
додатні. Користуючись відношеннями біля формул (29.30) і (29.31), з 
рівностей (29.36) чи (29.37) відповідно отримаємо: 
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Це означає, що між 02 k  і 

2k  графік функції )( 2kff   

перетинає вісь у двох точках (рис. 
29.2), що визначають два додатніх 

кореня 
2

1k  і 
2
2k  рівняння частот. 

Кожному додатньому значенню 
2

1k  і 
2
2k  відповідає один окремий 

Рис. 29.2 
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розв'язок (29.34), причому кожній частоті відповідають свої значення 
й окремі лінійно незалежні розв’язки, а тому загальний розв'язок буде 
їх лінійною комбінацією: 
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Із рівнянь (29.35) 
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а тому вирази (29.38) можна записати так 
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 (29.40) 

Чотири сталі A1
(1), A1

(2), α1, α2 визначають з початкових умов. 
Величини 

)sin( 11
)1(

1
)1(

1  tkAq , 111
)1(

1
)1(

2 )sin(  tkAq  

називають головними коливаннями для частоти k1, 

)sin( 22
)2(

1
)2(

1  tkAq , )sin( 222
)2(

1
)2(

2   tkAq  – 

головними коливаннями для частоти k2. 
Вільні лінійні коливання механічної системи з двома степенями 

вільності складаються з суми двох головних гармонійних коливань з 

частотами 1k  і 2k . 

Частоти 
22

221
2

11

111
1 a

c
ki

a

c
k   (рис. 29.2) називають 

парціальними частотами системи. 

Коефіцієнти μ1 і μ2 називають коефіцієнтами форми коливань. 
Частоти коливань k1 і k2, коефіцієнти форми коливань μ1 і μ2 є 
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головними характеристиками малих коливань системи з двома 
степенями вільності. 

На закінчення відзначимо, що методи складання та інтегрування 
диференціальних рівнянь малих коливань, а також визначення їх 
частот для системи з двома степенями вільності біля положення 
стійкої рівноваги без жодних змін можна перенести на системи з 
більшим числом степенів вільності. 

Контрольні запитання 

1. Яке положення рівноваги називають стійким? 
2. Сформулюйте теорему Лагранжа–Дирихле, яка встановлює 

достатні умови стійкості положення рівноваги. 
3. Сформулюйте теореми Ляпунова, що встановлюють умови 

нестійкості рівноваги. 
4. Запишіть диференціальні рівняння малих коливаннь механічних 

систем з одним та двома степенями вільності. 
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Глава  30.  Теорія  удару  

30.1. Основні поняття і означення 

Ударом називають механічне явище, під час якого за нескінченно 
малий проміжок часу, тобто майже миттєво, швидкості деяких або 
всіх точок механічної системи змінюються на кінцеві величини в 
порівнянні з їх значеннями безпосередньо перед ударом. 

Зустрічаються різні за характером випадки ударних явищ. У 
найпростіших випадках удар має місце при миттєвому накладанні або 
знятті в’язей, зіткненні двох тіл з різними швидкостями. У більш 
складних випадках ударні явища мають місце під час ковання, 
штампування, забивання свай, зіткнення коліс транспорту з 
нерівностями дороги тощо. 

Зміна швидкостей точок під час удару на 
скінчені величини означає, що точки одер-
жують надзвичайно великі ударні приско-
рення, оскільки час зміни швидкостей нескін-
ченно малий, і отже, на точки діють 
надзвичайно великі ударні сили. 

Характерний графік зміни ударної сили 

F


 за час удару   має вигляд, показаний на 
рис. 30.1. 

Рис. 30.1 

У багатьох випадках не є необхідним детальне знання закону 
зміни ударної сили. Достатньо знати імпульс цієї сили за час удару. 
Ударним імпульсом називають векторну величину 




0

dtFS


,   (30.1) 

модуль якої зображений на рис. 30.1 заштрихованою площею. 

За теоремою про середнє значення функції імпульс S


 можна 
подати у вигляді 

 сFS


,  сFS ,     (30.2) 
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де сF


 називають середньою ударною силою, величина якої є 

сталою за час удару та дає такий самий ударний імпульс, як і змінна 

ударна сила F


. 
Середня ударна сила згідно з її означенням має величину порядку 

/1 , тобто при малому   є дуже великою. 

Імпульс сталої за модулем сили kF


 за час удару можна за 

допомогою (30.2) записати так 

 kFS


,      kFS  .     (30.3) 

Цей імпульс має величину порядку   і є величиною малою 
порівняно з ударним імпульсом. Тому імпульсами неударних сил 
можна знехтувати в порівнянні з ударними імпульсами. 

Переміщення s  точок за час удару   можна визначити за 
формулою 

сs v  . (30.4) 

де сv  – середня швидкість за час удару будь–якої точки 

механічної системи. Оскільки сv  – скінчена величина (константа), а 

час удару дуже малий, то порядок малості переміщення s  такий 

самий, як і величини сv  . 

Це твердження випливає з однієї з властивотей нескінчено малих 
величин. Тому переміщенням точок за час удару можна знехтувати. 

Отже, з наведених міркувань випливають такі підсумки: 
1. Дією неударних сил за час удару можно знехтувати. 
2. Нехтуючи переміщеннями точок за час удару, механічну 

систему за цей час можно вважати нерухомою. 
3. Зміну швидкості будь–якої точки за час удару визначають за 

теоремою про зміну кількості руху точки 

сFSvmum


 ,     (30.5) 

де u


 – швидкість точки після удару, v


 – швидкість точки до 

удару, S


– ударний імпульс. Залежність (30.5) є основним рівнянням 
теорії удару. 
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30.2. Загальні теореми динаміки при ударі 

Як уже було зазначено, основним рівнянням теорії удару є (30.5), 
де за теоремою про зміну кількості руху точки при ударі: 

Svmum


 .   (30.6) 

Отже зміна кількості руху точки за час удару дорівнює ударному 
імпульсу, прикладеному до точки. 

У проекціях на координатні осі маємо: 

xxx Smvmu  , yyy Smvmu  , zzz Smvmu  .   (30.7) 

Для будь–якої точки механічної системи розділимо ударні 
імпульси на зовнішні та внутрішні, тоді: 

i
k

e
kkkkk SSvmum


 .      (30.8) 

Додаючи такі формули для всіх точок механічної системи, 
отримаємо 
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Враховуючи, що u

n

k
kk Qum




1

– кількість руху механічної 

системи після удару, v

n

k
kk Qvm




1

– кількість руху механічної 

системи до удару, 0
1




n

k

i
kS


– як сума всіх внутрішніх імпульсів, 

отримаємо теорему про зміну кількості руху механічної системи при 
ударі 
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e
kvu SQQ

1


,   (30.10) 

тобто: зміна кількості руху механічної системи за час удару дорівнює 
геометричній сумі зовнішніх ударних імпульсів, прикладених до точок 
системи. З (30.10) бачимо, що внутрішні ударні імпульси не 
впливають на зміну кількості руху механічної системи. 

У проекціях на координатні осі матимемо: 
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Якщо рівність (30.6) домножимо векторно на радіус–вектор точки, 
враховуючи, що він один і той самий до удару і після удару (за час 
удару точка не переміщається), то отримаємо 

Srvmrumr


 , 

тобто, отримаємо теорему про зміну кінетичного моменту точки при 
ударі 

)()()( Smvmmumm OOO


       (30.12) 

або      )(Smkk O
v

O
u

O


 ,          (30.13) 

яку можна сформулювати так: зміна кінетичного моменту точки 
відносно будь–якого центра за час удару дорівнює моменту ударного 
імпульса відносно цього центра. 

У випадку механічної системи, на точки якої діють зовнішні та 
внутрішні ударні імпульси, теорему про зміну кінетичного моменту 
точки при ударі запишемо так 
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       (30.14) 

і додамо їх для всіх точок системи 
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Суми, що стоять зліва у цьому виразі, є кінетичними моментами 

механічної системи після удару 
u
OK


 та до удару 
v
OK


, сума моментів 

внутрішніх ударних імпульсів у правій частині виразу дорівнює нулю. 
Тоді остаточно запишемо теорему про зміну кінетичного момента 
механічної системи при ударі 
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    (30.15) 

тобто: зміна кінетичного моменту механічної системи відносно 
будь–якого центра О за час удару дорівнює геометричній сумі 
моментів усіх зовнішніх ударних імпульсів відносно цього центра. 

З рівності (30.15) видно, що внутрішні ударні імпульси не 
впливають на зміну кінетичного момента механічної системи. 

30.3. Удар точки по нерухомій поверхні 

Удар називають прямим, якщо швидкість точки v


 перед ударом 
напрямлена по нормалі до поверхні в точці M удару (рис. 30.2). Після 
удару точка відокремиться від поверхні зі швидкістю u


, напрямленою 

теж по нормалі до поверхні. 
Процес удару точки до поверхні 

можна розділити на фазу деформації та 
фазу відновлення форми тіл. Фазу 
деформації відраховують по часу від 
моменту початку удару до моменту 
найбільшої деформації тіл. У кінці цієї 
фази швидкість точки дорівнює нулеві. За 
час фази відновлення матеріальні тіла від 
моменту часу найбільшої деформації до 
часу відокремлення тіл відновлюють свою початкову форму при 
пружному ударі – частково, при абсолютно пружному – повністю. При 
абсолютно непружному ударі форма тіл не відновлюється зовсім і 
удар має лише одну фазу деформації тіл. 

За час удару на точку діє реактивний ударний імпульс S


 з боку 
поверхні, який можна представити як суму двох фазових імпульсів, 
віднесених до часу деформації тіл і до часу відновлення їх форм 

21 SSS


 .   (30.16) 

Відношення числових значень ударних імпульсів за другу та 
першу фази удару називають коефіцієнтом відновлення 

1

2

S

S
k  .          (30.17) 

Рис. 30.2 
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Оскільки 21 SS  , то 10  k  і при абсолютно пружному ударі 

1k , а при абсолютно непружному ударі 0k . 
Застосуємо теорему про зміну кількості руху точки за першу та 

другу фази окремо в проекції на нормаль n


, ураховуючи, що 
швидкість точки між фазами дорівнює нулеві 

10 Smv  ,     20 Smu  ,      (30.18) 

звідси  mvS 1 ,  muS 2 ,  
v

u

S

S
k 

1

2 .      (30.19) 

Як бачимо, коефіцієнт відновлення при прямому ударі точки 
дорівнює відношенню числових значень швидкостей точки після 
удару та до удару. 

Якщо виразити повний ударний імпульс залежно від коефіцієнта 
відновлення, то з формул (30.16) і (30.17) маємо 

)1()(21 kmvuvmSSS  ,    (30.20) 

звідси при 1k , – mvS 2 , при 0k , – mvS  , тобто, ударний 
імпульс при абсолютно пружному ударі вдвоє більший від ударного 
імпульсу при абсолютно непружному ударі. 

Експериментальне визначення коефіцієнта відновлення 
Коефіцієнт відновлення для матеріалів деяких тіл при їх ударних 

взаємодіях можна визначати експериментально, виходячи з формули 

(30.19) (рис. 30.3), якщо виміряти висоту 2h , на яку підніметься тіло у 

вигляді кульки внаслідок прямого удару по нерухомій поверхні після 

падіння з заданої висоти 1h . 

Швидкість кульки перед ударом 

при падінні з висоти 1h  дорівнює 

12ghv  . 

Щоб кулька після удару могла 

піднятися на висоту 2h , вона повинна 

мати швидкість 22ghu  . Тоді 

для коефіцієнта відновлення маємо Рис. 30.3 
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Таким чином, знаючи коефіцієнт відновлення k  для даних 
матеріалів і швидкість v  точки перед ударом, можна знайти її 
швидкість u  після прямого удару по нерухомій поверхні та імпульс, 
що діє на точку за час цього удару 

kvu  , )1( kmvS  .       (30.22) 

Косий удар 

Удар називають непрямим або 
косим, якщо вектор швидкості v


 

точки перед ударом утворює кут 
  з нормаллю до поверхні. 

При 0  матимемо прямий 
удар. Кут   називають кутом 
падіння. Вектор швидкості u


 точки 

після удару утворює кут   з 
нормаллю до поверхні, який 
називають кутом відбиття (рис. 30.4 

Приймаючи поверхню настільки гладкою, щоб ударне тертя 
вважати відсутнім, запишемо теорему про зміну ударного імпульсу 

vmumS


 ,           (30.23) 

що напрямлений по нормалі до поверхні, причому 
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       (30.24) 

Коефіцієнт відновлення в цьому випадку 

Рис. 30.4 
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тобто дорівнює відношенню величин нормальної складової 
швидкості точки після удару та до удару. 

Якщо для даних двох матеріалів коефіцієнт відновлення відомий, 
то, знаючи кут падіння   і швидкість точки до удару v


, для 

швидкості точки після удару u


, імпульса S


 і кута відбиття  , 
отримаємо такі вирази: 

nn kvu  ,  vu  ,   nvkmS )1(  ,   tg
k

tg
1

 .  (30.26) 

Як і у випадку прямого удару для ударного імпульсу при 0k  і 
1k  відповідно маємо: 

nmvS        і      nmvS 2 ,      (30.27) 

тобто імпульс при абсолютно пружному ударі вдвоє більший від 
імпульсу при абсолютно непружному ударі. 

30.4. Прямий центральний удар двох тіл 

Удар двох тіл називають прямим центральним, якщо спільна 
нормаль поверхонь тіл у точці удару проходить через їх центри мас і 
швидкості центрів мас до удару напрямлені по цій спільній нормалі. 

Прикладом такого удару є удар двох однорідних куль, центри 
яких до удару рухаються по одній і тій самій прямій (рис. 30.5) 

Нехай маси тіл дорівнюють 

1m  і 2m  та їх швидкість до удару 

1v


 і 2v


, а після удару відповідно 

1u


 та 2u


. 

Задача полягає в тому, щоб за 
відомими масами тіл, їх швид-
костями до удару та коефіцієнтом 
відновлення k  обчислити швид-
кості тіл після удару. 

Застосуємо для кожного тіла в обох фазах удару теорему про 

Рис. 30.5 
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зміну кількості руху в проекції на вісь xС1 , напрямлену по лінії удару 

(рис. 30.5) 
 1111 Svmum , 

 1111 Sumum , 

 22222 Svmum , 
 21122 Sumum ,   (30.28) 

де u  – спільна швидкість тіл у кінці першої фази 

удару,
 2121 , SSSS – за принципом рівності дії та 

протидії. 
Ураховуючи залежність (30.17), для коефіцієнта відновлення 

отримаємо 
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k ,  (30.29) 

і враховуючи (30.28), а також рівності: 
 21 SS ,   

 21 SS    i   
 2221 SSSS ,   (30.30) 

маємо: 

.umumvmvm

,
mm

vmvm
u

,
mm

umum
u

22112211

21

2211
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(30.31)

 

Тоді для коефіцієнта відновлення одержимо вираз 

umvm

umum

S

S
k

111

111

1

1







 , 

з якого при підстановці замість u  його виразу (30.31) в знаменник за 
першою формулою, а в чисельник за другою, остаточно дістанемо 
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 .         (30.32) 

З цього виразу для k  видно, що в чисельнику та в знаменнику 
маємо відповідно відносні швидкості куль після удару та до удару, а 
тому цей коефіцієнт можна назвати коефіцієнтом відновлення 
відносних швидкостей куль. 

Якщо k  відоме, то з третьої формули (30.31) і (30.32) знайдемо 

1u  і 2u  

.
mm

)k(vm)kmm(v
u

,
mm

)k(vm)kmm(v
u

21

11122
2

21

22211
1

1

1











    

(30.33)

 

Ударні імпульси можна обчислити за формулами (30.28), 
враховуючи (30.33). 

Розглянемо два випадки: 
а). Абсолютно непружний удар )0( k . У цьому випадку 

знаходимо 

21

2211
21 mm

vmvm
uuu




 .       (30.34) 

Обидві кулі рухаються з однаковою швидкістю. 
Ударний імпульс S  дорівнює 

)( 21
21

21
2211 vv

mm

mm
SSSSS 


 .    (30.35) 

б). Абсолютно пружний удар )1( k . У цьому випадку 

 21
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2
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1
22
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m
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 , (30.36) 

а для імпульсу S  матимемо: 
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21 vv
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mm
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 .      (30.37) 

Як видно з формул (30.35) і (30.37), при абсолютно пружному 
ударі ударний імпульс удвоє більший, ніж при абсолютно непружному 
ударі. В окремому випадку, коли 21 mm   з (30.36) одержимо 

21 vu  , 12 vu  . 

тобто дві кулі однакової маси при абсолютно пружному ударі 
обмінюються швидкостями. 

30.5. Втрата кінетичної енергії при непружному ударі двох тіл. 
Теорема Карно 

Обчислимо величину втраченої кінетичної енергії за час 
абсолютно непружного удару двох куль 

uv TT  , 

де )(
2

1 2
22

2
11 vmvmTv   – кінетична енергія куль до удару; 

2
21 )(

2

1
ummTu   – кінетична енергія куль після удару. 

З урахуванням рівності (30.34) uT  можна записати так 

uvmvmummTu )(
2

1
)(

2

1
2211

2
21  .   (30.38) 

Величина втраченої кінетичної енергії 

 )umum(uvmuvm)vmvm(

TTTTT uuvuv

2
2

2
12211

2
22

2
11 22

2

1

2




 

або 

 2
22

2
11 )()(

2

1
2 uvmuvmTTTTT uuvuv  . (30.39) 
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Різниці )(),( 21 uvuv   можна назвати втраченими 

швидкостями куль при ударі, а праву частину рівності (30.39) – 

кінетичною енергією втрачених швидкостей )( vuT  , а тому рівність 

(30.39) відображає теорему Карно при абсолютно непружному ударі: 
втрачена кінетична енергія при абсолютно непружному ударі двох 
куль дорівнює кінетичній енергії втрачених швидкостей куль, тобто 

)( vuuv TTT     (30.40) 

30.6. Удар по тілу в обертальному русі 

Розглянемо тіло, що обертається навколо осі Az  з кутовою 

швидкістю 0  (рис. 30.6). Нехай у деякий момент часу 0t  на тіло 

подіяв ударний імпульс S


. Тоді рівняння (30.15) в проекції на вісь 
обертання набуде вигляду 

)(SmKK z

v

z

u

z


 ,   (30.41) 

бо моменти реактивних імпульсів AS


 і BS


 

відносно осі z , що виникають у підшипниках, 
дорівнюють нулеві. 

Оскільки 

 z

u

zz

v

z IKIK  ,0 , 

де   –кутова швидкість тіла після удару, то з 

(30.41) маємо: )()( 0 SmI zz


  

або    )(
1

0 Sm
I z

z


 .              (30.42) 

Формула (30.42) визначає зміну кутової швидкості тіла відносно 
осі обертання. 

Кутова швидкість тіла за час удару змінюється на величину, що 
дорівнює відношенню моменту ударного імпульсу до моменту інерції 
тіла відносно осі обертання. 

Рис. 30. 6 
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Контрольні запитання 

1. Що називають ударом? 
2. Сформулюйте основне допущення теорії удару. 
3. Як визначають зміну швидкості будь–якої точки за час удару? 
4. Сформулюйте загальні теореми динаміки при ударі. 
5. Опишіть процес удару точки по поверхні. 
6. Що таке коефіцієнт відновлення та як його визначити 

експериментально? 
7. Дайте визначення прямого та непрямого ударів. 
8. Сформулюйте теорему Карно. 
9. Як змінюється кутова швидкість тіла, яке обертається, за час 

удару? 
10. Чому в теорії удару не враховують теорему про зміну 

кінетичної енергії? 
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